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Peatukk 1

Reaalarvud ja funktsioonid

1.1 Reaalarvud ja Arvtelg. Absoluutvaartuse
moiste. Reaalarvudest koosnevad hulgad.

Fikseerime koigepealt moned hulkadega seotud tahised. Hulk tavalises mottes
on teatud elementide kogum milles elemendid ei kordu ja nende jarjestus ei
ole kindlaks maaratud. Hulga tahistamiseks eraldame vaadeldavad elemendid
komadega ja piiritleme hulga loogeliste sulgudega. Naiteks, {0,7,5} on ele-
mentidest 0, 7 ja 5 koosnev hulk. Hulk vo6ib olla antud ka keerulisemal kujul.
Niiteks, {22 ||z = 1,2, 3} on hulk mille elemendid on arvutatavad valemiga x2,
kusjuures x voib omandada vaartusi 1, 2 ja 3. Viimase hulga voib muidugi
panna kirja ka ekvivalentsel kujul {1, 4, 9}.

Erinevalt tavalistest hulgadest kasutame edaspidi monikord ka jarjestatud
hulki mille iga kahe elemendi kohta on voimalik 6elda, kumb neist on eelnev,
kumb jargnev. Tavalise hulga ja jarjestatud hulga eristamiseks lepime kokku et
viimase tahistamisel kasutame loogeliste sulgude asemel iimarsulgi. Peale selle
lubame jarjestatud hulga elementidel ka korduda. Naiteks, (—1,1,—1,1,...) on
jarjestatud hulk, milles —1-le jargneb 1, sellele omakorda —1 jne.

Siirdume niitid ithe matemaatilise analiiiisi pohimoiste, nimelt arvu kisitlemise
juurde. Koaigepealt defineerime naturaalarvude hulga N = {0,1,2,3,...} ja
taisarvude hulga Z = {...,—2,-1,0,1,2,3,...}.

Taisarvude baasil defineerime ratsionaalarvud. Ratsionaalarvuks nimetatakse
kahe tdisarvu p ja q jagatist p/q, kusjuures ¢ # 0. Ratsionaalarvude hulga téhis
on Q. Seega, lithidalt kirjutades Q = {2 ||p,q € Z,q # 0}. Iga ratsionaalarvu
saab esitada kas 16pliku voi 16pmatu perioodilise kiimnendmurruna.

Lopmatuid mitteperioodilisi kiimnendmurde nimetatakse irratsionaalarvudeks.
Ratsionaalarvud ja irratsionaalarvud kokku moodustavad reaalarvude hulga.
Reaalarvude hulga tahis on R.

Arvtelje moiste. Arvteljeks nimetatakse sirget millel on valitud nullpunkt,
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pikkusiihik ja positiivne suund. Kasutades neid kolme parameetrit saab arvtelje
punktidele seada vastavusse reaalarvud. To6epoolest, nullpunktist tihe iithiku
vorra positiivses suunas paikneb punkt mis vastab arvule 1, poole iihiku vorra
negatiivses suunas paikneb punkt mis vastab arvule —1/2 jne. Vo6ib viita et igale
arvtelje punktile vastab iiks ja ainult {iks reaalarv ja vastupidi: igale reaalarvule
vastab iiks ja ainult iiks arvtelje punkt. Oeldu pohjal saab reaalarvud samas-
tada sirge (arvelje) punktidega.

Absoluutviairtuse moiste. Reaalarvu a absoluutvéiirtuseks nimetatakse jargmist
mittenegatiivset reaalarvu:

la| = a kui a>0
M=) —¢ kui a<0.

Reaalarvu a absoluutvéirtust |a| vGib tolgendada kui punkti a ja nullpunkti
vahelist kaugust arvteljel. Uldisemalt, punktide a ja b vaheline kaugus arvteljel
vordub arvuga |a — b|.

Absoluutvaartuse omadused:

| —al=lal

- |abl = |a] [b]

a+b] <lal + [b]

- la—=0] = [l|a] —b]|

=W N =

Arvu timbruse moiste. Reaalarvu a tmbruseks nimetatakse suvalist va-
hemikku (a — €,a + €), kus € > 0. Margime et arv z kuulub arvu a imbrusesse
(a — €,a + ¢€) siis ja ainult siis kui selle arvu kaugus arvust a on vaiksem kui e,
st |z —a| <e

Arvu 0 timbrus on seega suvaline vahemik (—e¢, €), kus € > 0.

Tokestatud hulgad. Reaalarvudest koosnevat hulka A nimetatakse tokestatuks
kui leidub selline positiivne arv K nii et iga a € A korral kehtib vorratus |a| < K.
Teiste sonadega: hulk A on tokestatud, kui koik selle hulga elemendid kuuluvad
nulli imbrusesse (—K, K) mingi K > 0 korral (st hulk A ”mahub” vahemikku
(=K, K) mingi K > 0 korral).

Tokestatud hulgad on niiteks vahemik (a,b), 16ik [a, b] ja poolldigud [a,b),
(a,b] kui a,b € R ja a < b. Tokestamata hulgad on aga néiteks 16pmatud
vahemikud (—o0,a), (a,0) ja lopmatud poolldigud (—oo, a], [a, o), kus a € R.

1.2 Jaavad ja muutuvad suurused. Funktsiooni
moiste ja esitusviisid.

Jadvad ja muutuvad suurused. Suurust mis voib omandada erinevaid arvulisi
vaartusi nimetatakse muutuvaks suuruseks ehk muutujaks. Suurust mille arvu-
line véartus ei muutu nimetatakse jaavaks suuruseks.
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Naiteks tlihtlase liikumise korral on kiirus jaav suurus ja labitud teepikkus muu-
tuv suurus. Samas, mitteiihtlase liikumise korral on ka kiirus muutuv suurus.
Nii matemaatikas kui fiilisikas on olemas ka suurusi mis igas olukorras on jaavad.
Niiteks, ringjoone iimbermoodu ja 1abimoodu suhe 7, valguse kiirus ¢ jne. Neid
suurusi nimetatakse absoluutseteks konstantideks.

Muutumispiirkonna moiste. Muutuva suuruse koigi voimalike vaartuste
hulka nimetatakse selle suuruse muutumispiirkonnaks. Naiteks keha temper-
atuur voib teoreetiliselt omada koiki vaartusi mis on suuremad vo6i vordsemad
kui absoluutne miinimum —372°C. Seega on temperatuuri muutumispiirkond
16pmatu poolldik [—372, c0).

Funktsiooni moiste. Olgu antud 2 muutuvat suurust = ja y. Funktsiooniks
(ehk tiheseks funktsiooniks) nimetatakse kujutist mis seab suuruse x igale vaartusele
tema muutumispiirkonnast vastavusse suuruse y tihe kindla vaartuse. Muutujat
z nimetatakse seejuures soltumatuks muutujaks ehk argumendiks ja muutujat
y soltuvaks muutujaks.

Funktsioone tahistatakse tavaliselt tahtedega f, g, u, v, v, jne.

Olgu antud funktsioon f mille argumendiks on z ja soltuvaks muutujaks
y. Muutuja y véartust milleks funktsioon f kujutab argumendi x nimetatakse
funktsiooni f véa#rtuseks kohal z ja téhistatakse simboliga f(z). Seega, me
voime kirjutada seose

y = f(x), (1.1)

mis valjendab muutuja y ”seotust” argumendiga x funktsiooni f kaudu. Monikord
kasutatakse funktsiooni ja soltuva muutuja tahistamiseks iihte ja sama siimbolit.
Sellisel juhul seos (1.1) omab kuju y = y(z).

Argumendi x muutumispiirkonda nimetatakse funktsiooni f médramispiirkonnaks.
Maaramispiirkonna tdhisena kasutame edaspidi siimbolit X. Hulka

Y = {f(z)]|z e X}
nimetatakse funktsiooni f vaartuste hulgaks.

Mitmeseks funktsiooniks nimetatakse kujutist mis seab suuruse x igale vaartusele
tema muutumispiirkonnast vastavusse teatud hulga suuruse y vaartusi, kusju-
ures leidub vahemalt iiks x vadrtus millele vastab mitu y vaértust. Argumendi,
soltuva muutuja, méadramispiirkonna ja vadrtuste hulga moisted on mitmese
funktsiooni korral analoogilised vastavate moistetega iihese funktsiooni korral.

Kaesolevas konspektis tahendab méiste ” funktsioon” ilma taiendita " mitmene”
alati Uihest funktsiooni.

Funktsiooni esitusviisid.



1. FEsitusviis tabeli kujul. Funktsiooni argumendi voimalikud vairtused esi-
tatakse tabeli iihes reas (veerus) ja neil vastavad funktsiooni védrtused
tabeli teises reas (veerus). On voimalik vaid siis kui funktsiooni argu-
mendil on 1oplik arv vairtusi.

2. Analidtiline esitusviis. Funktsioon esitatakse valemi kujul. Kui vaja, lisa-
takse ka maaramispiirkonna kirjeldus. Naiteks avaldis

y = 2%, z€l0,1]

kirjeldab funktsiooni mille maaramispiirkonnaks on 16ik [0, 1] ja iga x kor-
ral sellelt 16igult arvutatakse argumendile x vastavad funktsiooni véartused

f(x) vastavalt valemile f(x) = z2.

Analiititiliselt antud funktsiooni loomulikuks mdadaramispiirkonnaks nimetatakse
argumendi koigi nende vaartuste hulka mille korral on funktsiooni avaldis
taielikult maaratud.

3. Graafiline esitusviis. Funktsioon esitatakse graafikuna tasandil ristkoordi-
naadistikus. Olgu antud funktsioon f, mille argument on x, séltuv muu-
tuja y ja madramispiirkond X. Kanname tasandile ristuvad z- ja y-teljed.
Vaatleme selles teljestikus joont (G, mis koosneb koikvoimalikest punk-
tidest P = (z, f(x)), kusjuures P esimene koordinaat z jookseb labi kogu
méaidramispiirkonna X. Seda joont nimetataksegi funtsiooni f graafikuks.
Seega, lithidalt kirjutades on funktsiooni f graafiku definitsioon jargmine:

G ={P=(z,f(z)) ]|z € X}.

Punkti P teist koordinaati f(z) voib tolgendada P ”korgusena” - telje
suhtes. Kui f(z) > 0 siis on graafiku "kdrgus” positiivne, st graafik
paikneb iilapool z-telge. Kui aga f(x) < 0 siis on "korgus” negatiivne, st
graafik jaab x-teljest allapoole.

Kuna zy-teljestikus antud punkti iildkuju on P = (z,y), funktsiooni f
graafik koosneb aga punktidest P = (z, f(z)), siis rahuldavad graafiku
punktid vorrandit y = f(z).

Suvaline y-teljega paralleelne sirge saab funktsiooni graafikut 16igata mak-
simaalselt ithes punktis. See omadus tuleneb otseselt funktsiooni tihesusest.
Juhul kui vaadeldav funktsioon on mitmene siis eksisteerib vihemalt {iks
y-teljega paralleleelne sirge mis 16ikab funktsiooni graafikut mitmes punk-
tis.

1.3 Funktsioonide liigid. Konstantne funktsioon.
Astme-, eksponent- ja trigonomeetrilised funk-
tsioonid.

Paaris- ja paaritud funktsioonid. Funktsiooni f nimetatakse paarisfunk-
tsiooniks kui iga x € X korral kehtib vordus f(—z) = f(z). Funktsiooni
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f nimetatakse paarituks funktsiooniks kui iga x € X korral kehtib vordus

f(=z) = = f(@).

Perioodilised funktsioonid. Funktsiooni f nimetatakse perioodiliseks kui
leidub konstant C' > 0 nii et iga € X korral kehtib vordus f(z + C) = f(x).
Viikseimat sellist arvu C' nimetatakse funktsiooni f perioodiks.

Kasvavad ja kahanevad funktsioonid. Olgu D funktsiooni f méaramispiirkonna
alamhulk. Valime hulgast D kaks suvalist arvu z; ja 22 nii et kehtib vorratus
r < 2.

Kui funktsiooni f rakendamisel argumentidele x; ja xo vorratuse méark ei
muutu, st f(z1) < f(x2), siis f on kasvav hulgas D. Kui aga funktsiooni f
rakendamisel argumentidele x; ja xo vorratuse mirk muutub vastupidiseks st
f(z1) > f(x2), siis f on kahanev hulgas D. Kasvamispiirkonnas funktsiooni
graafik touseb, kahanemispiirkonnas aga langeb.

Konstantne funktsioon. Astme- ja eksponent- ja trigonomeetrilised
funktsioonid. Kéaesolevas alamparagrahvis alustame pohiliste elementaarfunk-
tsioonide loetlemist ja omaduste kirjeldamist.

Konstantne funktsioony = C. Ilmselt X =R ja Y = {C}. Graafik:

Joonis 1.1: konstantne funktsioon y = C

Astmefunktsioon y = x%, kus a on nullist erinev konstantne astendaja. Selle
funktsiooni maaramispiirkond, vaartuste hulk ja graafik soltuvad oluliselt a-st.
Piirdume siinkohal ainult maaramispiirkonna kirjeldamisega.

a) a =p/q, kus p,q € Z ja q on paaritu. Kui a > 0 siis X = R. Kui a < 0 siis
X =R\ {0}.

b) a = p/q, kus p,q € Z ja q on paaris voi a on irratsionaalarv. Kui a > 0 siis
X =10,00). Kui a < 0 siis X = (0, 00).

Eksponentfunktsioon y = a® astme alusega a, mis rahuldab vorratusi a > 0 ja
a # 1. Antud funktsiooni korral X = R ja Y = (0,00). Graafik on juhtudel
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a>1ja0 < a< 1 kvalitatiivselt erinev (joonised 1.2 ja 1.3 tagapool). Nagu
graafikutelt ndhtub, on y = a” kasvav kogu oma maaramispiirkonnas kui a > 1
ja kahanev kogu oma madramispiirkonnas kui 0 < a < 1.

Trigonomeetrilised funktsioonid y = sinx, y = cosx, y = tanx ja y = cotx
radiaanides antud argumendiga z.

Funktsioon cos a on defineeritud kui z-telje suhtes nurga « all paikneva tasandilise vek-
tori xz-koordinaadi suhe tema pikkusesse ja sin « kui taolise vektori y-koordinaadi suhe tema
pikkusesse. Kraadides antud nurga teisendamisel radiaanidesse kehtib seos 180 kraadi = 7 ra-

diaani. Funktsioonid sin a ja cos a on 16igult « € [0, 27] jatkatud perioodiliselt kogu arveljele.

sin o 1
cos « tana”

Trigonometriliste funktsioonide maaramispiirkonnad ja véartuste hulgad on
jargmised:

Funktsioonid tan « ja cot a on defineeritud valemitega tan a =

jacota =

y=sinz: X=R Y =[-1,1],
y=cosz: X=R Y=[-11],
2k +1
y = tang : X:R\{%wnkeZ},Y:R,
y=cotz: X=R\{kr||keZ},Y =R.

Graafikud leiab lugeja joonistelt 1.6 - 1.9 tagapool. Funktsioonid y = sinx ja
y = cos x on perioodilised perioodiga 27 ning y = tanx ja y = cot x perioodiga
7. Funktsioonid y = sinx, y = tanx ja y = cotx on paaritud ning y = cosx
paaris.

1.4 Poordfunktsiooni moiste. Logaritmfunktsioon.
Arkusfunktsioonid.

Uksiihese funktsiooni méiste. Olgu antud funktsioon y = f (). Vastavalt
definitsioonile on funktsioon f kujutis mis seab igale argumendi x vaartusele
oma madramispiirkonnast vastavusse iihe kindla y vadrtuse. Eeldame funkt-
siooni f kohta rohkemat. Nimelt olgu ka argument x funktsiooni vairtuse f(x)
kaudu tiheselt madratud. See tdhendab et iga y korral hulgast Y leidub ainult
iikks x nii et valitud y on selle z-i kujutiseks. Kui see on nii siis 6eldakse et
funktsioon f on dksihene. Uksiihese funktsiooni korral on vérrand y = f(x)
muutuja z suhtes iiheselt lahenduv.

Niiteks funktsioon y = 2% on {iksithene. Iga y korral leidub ainult iiks x
nii valitud y on selle z-i kuup. Arv 8 on ainult ithe arvu (so 2) kuup, arv —27
on ainult iihe arvu (so —3) kuup jne. Lahendades vorrandi y = 2® muutuja
x suhtes saame argumendi x esituse y kaudu: x = ¥y. Seevastu funktsioon
y = 22 ei ole iiksiihene. Iga y > 0 korral leidub kaks z-i nii et valitud y on
mélema 2-i ruut. Arv 4 nii —2 kui 2 ruut. Vorrandi y = 22 lahendamisel saame
kaks funktsiooni = /y ja « = —,/y ehk iihe mitmese funktsiooni z = £,/y.

Kui suvaline z-teljega paralleelne sirge labib funktsiooni graafikut maksi-
maalselt ithes punktis, siis on see funktsioon iiksiihene.



Uksiihese funktsiooni poordfunktsioon. Uksiihese funktsiooni y = f (x)
poordfunktsiooniks nimetatakse kujutist mis seab igale f(x)-le funktsiooni f
vaartuste hulgast vastavusse z-i. Poordfunktsiooni avaldise saame kui lahen-
dame vorrandi y = f(z) muutuja x suhtes. Kui funktsiooni f argumendiks
on z ja soltuvaks muutujaks y siis f-i poordfunktsiooni argumendiks on y ja
soltuvaks muutujaks x.

Olgu = = g(y) iiksiihese funktsiooni y = f(z) po6rdfunktsioon. Siis funk-
tsioonid f ja g kompenseerivad teineteist jargmises mottes: Fikseerime mingi
x véartuse ja arvutame f(x). Seejirel arvutame g[f(z)], st funktsioon g kohal
f(x). Tulemusena saame esialgse x vairtuse tagasi. Samuti arvutades antud
y kaudu ¢(y) ja flg(y)] saame y vadrtuse tagasi. Need seosed saab kirjutada
kujul:

z, flogy)] =y. (1.2)

Kui g of funktsiooni f poordfunktsiooni siis f on g poordfunktsioon.

Funktsiooni y = f(z) ja tema poordfunktsiooni z = g(y) graafikud kattuvad
zy-teljestikus. Kui aga poordfunktsiooni = ¢(y) avaldises muutujate = ja y
kohad vahetada, st esitada ta kujul y = g(z), siis funktsioonide y = f(z) ja
y = g(x) graafikud on slimmeetrilised sirge y = x suhtes.

Logaritmfunktsioon. Arkusfunktsioonid. Jatkame eelmises paragrahvis
alustatud pohiliste elementaarfunktsioonide loetelu ménede oluliste péordfunktsioonidega.

Logaritmfunktsioon. Suvaline z-teljega paralleelne sirge ldbib eksponentfunkt-
siooni y = a” graafikut maksimaalselt ithes punktis (vt joonised 1.2, 1.3), seega
on see funktsioon iiksiihene. Eksponentfunktsiooni y = a® poérdfunktsioon on
logaritmfunktsioon « = log, vy logaritmi alusega a. Nii nagu eksponentfunkt-
sioonikorral eeldatakse et a > 0 v6i a # 1. Vastavalt valemitele (1.2) kehtivad
seosed log, [a®] = z ja al°8 Y = y.

Funktsiooni y = log, x maaramispiikond ja vairtuste hulk on vastavalt
X = (0,00) ja Y = R. Jallegi soltub graafik oluliselt sellest kas a > 1 voi
0 < a < 1 (joonised 1.4 ja 1.5). Vorreldes graafikuid joonistel 1.2, 1.3, 1.4 ja 1.5
ndeme et y = log, « graafik on y = a® graafiku peegeldus sirge y = x suhtes.

Arkusfunktsioonid. Trigonomeetriliste funktsioonide péordfunktsioonid on nn.
arkusfunktsioonid. Peamine probleem trigonomeetrilste funktsioonide pé6ramisel
on see et nad ei ole liksithesed. Seetottu defineeritakse poordfunktsioonid nende
funktsioonide ahenditel (mé#dramispiirkondade alamhulkadel).

Funktsioon y = sinx ei ole iikslihene sest iihele sinx véirtusele vastab
lopmata palju x vaartusi. Naiteks z-telg 1oikab siinuse graafikut lopmata arvus
erinevates punktides (vt joonis 1.6). Funktsiooni y = sinz pooramisel ahen-

datakse tema méadramispiirkond 16iguks [—~7, 7], st jietakse vaatluse alt vilja
kogu see sin 2 osa mille korral x ei kuulu sellele 16igule. Loigul [—7, ] paiknevat

siinuse graafiku osa loikab suvaline z-teljega paralleelne sirge maksimaalselt
ithes punktis, seega seal on see funktsion iiksithene. Funktsiooni y = sinz, x €
[— %, 5] poordfunktsiooni nimetatakse arkussiinuseks ja tahistatakse z = arcsin y.
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Kehtivad seosed arcsin[sinz] = x ja sin[arcsiny] = y, neist esimene iga = €
[—5, 5] korral.

Funktsiooni y = cos z, mis ei ole samuti iiksithene kogu arvteljel, po6ramisel
ahendatakse tema méadramispiirkond 16iguks [0, 7r]. Sellel 16igul on ta iiksiithene
(joonis 1.7). Funktsiooni y = cosz, x € [0, 7] pd6rdfunktsioon kannab nimetust
arkuskosinus ja tdhistatakse x = arccosy. Kehtivad valemid arccos[cosz] = x
ja cos[arccos y] = y, neist esimene iga x € [0, 7] korral.

Funktsioonide y = tanz ja y = cotx pooramisel ahendatakse tanz va-
hemikule (-7, %) ja cotz vahemikule (0,7). Funktsioonide y = tanz, z €
(—%,%) jay = cotz, z € (0,m) pooérdfunktsioonid on vastavalt arkustangens
x = arctany ja arkuskotangens x = arccot y. Kehtivad valemid arctan[tanz] =
x, tan[arctany] = y, arccot[cot ] = x ja cotlarccoty] = y, neist esimene iga
z € (=%, %) jakolmas iga = € (0,7) korral.

Arkusfunktsioonide méaramispiirkonnad ja vadrtuste hulgad on jargmised:

o
2727
y=arccosz : X =[-1,1,Y =10,n],
y=arctanx : X =R, Y = (fg,g),
y=arccotx : X =R Y =(0,7).

y=arcsinz : X =[-1,1],Y =]

Graafikud on kujutatud joonistel 1.10 - 1.13.

Po6ordfunktsioon funktsioonist mis ei ole iiksiihene. Olgu vaadeldav funktsioon y =
f(x) oma méadramispiirkonnaga X ja vaartuste hulgaga Y kil ithene kuid mitte {iksiihene.
Funktsiooni f péordfunktsiooniks nimetatakse kujutist mis igale y € Y seab vastavusse koigi
selliste € X hulga mille korral kehtib vordus f(z) = y.

Uhese kuid mitte iiksiihese funktsiooni poordfunktsioon on mitmene. Selliste funkt-
sioonide néideteks on terves oma maaramispiirkonnas antud trigonomeetriliste funktsioonide
poordfunktsioonid ehk ”suure algustdhega” arkusfunktsioonid. Naiteks tervel reaalarvude
hulgal R antud funktsiooni y = sinz p6drdfunktsioon on z = Arcsiny.

Arvutame Arcsin0. Kuna koigi selliste x hulk, mille korral sinxz voérdub nulliga, on
{km ||k =0,£1,42,...}, siis saamegi Arcsin0 = {kr ||k =0,£1,£2,...}.



-

Joonis 1.2: y=a” kui a>1

Joonis 1.3: y=a" kui 0<a<1



Joonis 1.4: y = log,z kui a >1

Joonis 1.5: y = log,z kui 0<a<1
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Joonis 1.6: y =sinz

Joonis 1.7: y =cosxz
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tanx

y:

Joonis 1.8:

cotx

y:

Joonis 1.9:
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Joonis 1.10: y = arcsinz
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Joonis 1.11: y = arccosz
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Joonis 1.12: y = arctanzx

Joonis 1.13: y = arccotz
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1.5 Tehted funktsioonidega. Elementaarfunkt-
sioon. Poliinoom ja ratsionaalfunktsioon.

Algebralised tehted funktsioonidega. Olgu antud kaks funktsiooni y =
f(x) ja y = g(x) thise madramispiirkonnaga X. Funktsioonide f ja g summa
on defineeritud kui kujutis mis seab igale z € X vastavusse muutuja y vaartuse
valemiga y = f(x) + g(z). Funktsioonide f ja g summa loomulik t&his on
f 4+ g. Seega kehtib f ja g summa puhul seos y = (f + g)(z) = f(x) + g(=).
Analoogiliselt defineeritakse ka funktsioonide f ja g vahe y = (f — g)(x) =
f(@) = g(x), korrutis y = (fg)(z) = f(x)g(x) ja jagatis y = (f/g)(z) =
f(x)/g(x). Summa, vahe ja korrutise méadramispiirkonnaks on X. Jagatise
médramispiirkond koosneb koigist sellistest 2 € X mille korral g(x) # 0.

Liitfunktsiooni méiste. Olgu antud kaks funktsiooni: y = f(x) mé&ramispiirkonnaga
Xy ja z = g(y) madramispiirkonnaga Y,. Asendades suuruse y funktsiooni g
avaldises f(z)-ga saame uue funktsiooni mille argumendiks on z ja soltuvaks
muutujaks z, kusjuures x ja z vaheline seos on antud kujul z = g[f(z)]. Tegemist

on funktsioonide f ja g baasil defineeritud liitfunktsiooniga. Té&histame seda
funktsiooni siimboliga g o f. Seega voime kirjutada vorduse z = (g o f)(z) =
g[f(z)]. Liitfunktsiooni g o f mé&ramispiirkond on jargmine X; alamhulk:

Xgor = {z||z € Xy, f(z) € Yy}.

Niiteks annavad f(z) = sinz ja g(y) = /¥ liitfunktsiooni (g o f)(x) = V/sinz.
Kuna X; = R ja Y, = [0,00), siis Xgor = {z|| sinz € [0,00)} = {z||2k7 <
< (2k+1)m, keZ)}.

Elementaarfunktsiooni moiste. Pohiliste elementaarfunktsioonide hulka loetakse
kokkuleppeliselt konstantne funktsioon ja funktsioonid y = z%, y = a”, y =

sinz, y =cosz, y =tanx, y = cotx, y = log, x, y = arcsinz, y = arccosx, y =
arctan x ning y = arccot x. Elementaarfunktsiooniks nimetatakse funktsiooni,

mis on saadud pohilistest elementaarfunktsioonidest 16pliku arvu liitmiste, lahutamiste,
korrutamiste, jagamiste ja liitfunktsioonide moodustamise teel.

Néiteks on y = \/ 2arccosw | % — 4 elementaarfunktsioon. Antud funkt-

tan?
sioon on saadud pohilistest elemetaarfunktsioonidest y = 3, y =4, y = /2, y =
22,y = 2% y =tanx ja y = arccos z 1opliku arvu liitmiste, lahutamiste, korru-
tamiste, jagamiste ja liitfunktsioonide moodustamise teel.
Elementaarfunktsioonide hulka kuuluvad poliinoomid ja ratsionaalfunktsioonid.
n- astme poliinoom on defineeritud avaldisega

P(z) = agp+ a1 + ap2® + ... + ap_12" " + a,3",

kus ag,a1,as,...,a,-1,a, on konstandid ja a, # 0. Ratsionaalfunktsioon on
kahe poliinoomi jagatis
ap+ a1z +asz? 4+ ...+ an_12" ! + ana®
R(x) = 5 T .
bo +b1x +box® + ...+ bp_12™ 1 + b x™
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Koik funktsioonid ei ole elementaarfunktsioonid. Naiteks ei ole elementaar-
funktsioon nn Heaviside’i funktsioon, mis on defineeritud jargmise eeskirjaga:

1 kui z >0,
O(z) =
0 kui xz<0O.

1.6 Ilmutatud ja ilmutamata funktsioonid. Para-
meetrilisel kujul antud jooned ja funktsioonid.

Ilmutatud ja ilmutamata funktsioonid. Analiiitiliselt antud funktsioon
voib olla kas ilmutatud voi ilmutamata kujul. Funktsiooni y = f(x) ilmutatud
kujuks on vorrand, mille vasakul pool on y ja paremal pool avaldis, mis voib
sisaldada muutujat = kuid mitte muutujat y. Naiteks y = 2% — .

Funktsiooni y = f(z) ilmutamata kujuks on vérrand mis sisaldab x ja y

labisegi, st vorrand
F(z,y) =0, (1.3)

kus F' on mingi x ja y sisaldav avaldis. Niiteks 22 — siny +y = 0.

Kui me asendame muutuja y funktsiooni f(z) ilmutatud avaldisega vorrandis
(1.3) siis muutub see vorrand samasuseks F'(x, f(x)) = 0.

Ilmutamata kujul antud funktsiooni ilmutamiseks tuleb lahendada vorrand
(1.3) muutuja y suhtes. Kui sellel vérrandil on mitu lahendit siis defineerib ta
ka mitu funktsiooni.

Naide. Vaatleme vorrandit
22 +y* = 1. (1.4)

Kui me lahendame selle vorrandi y suhtes saame kaks funktsiooni: y = —v/1 — 22
jay = v/1—22. Seega méidrab vorrand (1.4) ilmutamata kujul kaks erinevat
funktsiooni. Asendades kas y = —v/1 — 2 voi y = V1 — 22 vorrandisse (1.4)
saame vorduse 22 + [v/1 — 22]2 = 1, mis peale lihtsustamist muutub samasuseks
0=0.

Parameetriliselt antud joon. Olgu 16igul [T1, T3] antud kaks funktsiooni
x = @(t) jay = (t). Kirjutame need funktsioonid iiles siisteemina

z = (t)
{y=i(t), te Iy, 1. (1.5)

Siisteem (1.5) méérab iga t € [T7, T] korral iihe kindla arvupaari ehk tasandi
punkti ristkoordinaatidega (z,y) = (¢(t),%(t)). Uldiselt vastavad muutuja ¢
erinevatele véartustele ka erinevad tasandi punktid. Kui muutuja t jookseb
1abi kogu 16igu [T}, T3] siis t-le vastav punkt kujundab tasandil teatud joone.

16



Vorrandeid (1.5) nimetatakse selle joone parameetrilisteks vorranditeks ja muu-
tujat t selle joone parameetriks.

Naide. Vaatleme joont

{x:acost (1.6)

y =bsint, t € [0,27],
kus a ja b on positiivsed konstandid. Arvutame

x? 2 cost)? bsint)?
20 (et (bsin
a b2 a? b2

Jarelikult on vaadeldava joone vorrand z ja y kaudu esitatuna jargmine:

= (cost)® + (sint)? = 1.

2 2
X
S+
a b2

Seda joont nimetatakse ellipsiks (joonis 1.14), arve a ja b aga ellipsi pooltelgedeks.

=1.

—b

Joonis 1.14

Parameetrilisel kujul antud funktsioon. Olgu antud joon parameetriliste
vorranditega

z = ¢(t)
{y = Z(t) ,te [T, Ty]. (1.7)

Eeldame et funktsioon x = ¢(t) on iiksithene. Sellest jareldub, et muutuja ¢
saab muutuja z kaudu avaldada valemiga

t=w),

kus w on funktsiooni ¢ poordfunktsioon. Asendades muutuja ¢t suurusega w(x)
stisteemi (1.7) teises vorrandis tekib jargmine funktsioon, mille argumendiks on
z ja soltuvaks muutujaks y:

y = f(@) = dlw(@)]. (1.8)
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Vorrandeid (1.7) nimetatakse funktsiooni (1.8) parameetrilisteks vorranditeks.
Vorranditega (1.7) antud joon on iihtlasi funktsiooni (1.8) graafikuks.

Néiteks vaatleme parameetrilist joont (1.6). Funktsioon z = acost ei ole
tiksithene tervel 16igul [0,27]. Kiill on ta iiksiihene alamléigul [0,7]. Seal on
tema poérdfunktsioon t = arccos Z. Asendades muutuja ¢ avaldisega arccos £
siisteemi (1.6) teises vorrandis saame funktsiooni y = bsin [arccos £], mille
argument on z ja soltuv muutuja y. Arvestades, et sina = /1 —cos?a ja
cos(arccos ) = z, saame selle funktsiooni avaldist lihtsustada:

2b
y = bsin {arccos ﬂ = b\/l — cos? {arccos %} =by/1— :% =V a? —z2. (1.9)

a

Jarelikult on vorrandid
T = acost
y =bsint, t € [0, 7]

funktsiooni y = g\/ a? — 22 parameetrilised vorrandid. Funktsiooniy = % a? — 2

graafikuks on joonisel 1.14 toodud ellipsi iilemine (z-telje peal asuv) kaar, mis

vastab parameetri vidrtustele ¢t € [0,7]. Méargime, et alumine kaar on funkt-
siooni y = —2\/ a? — 22 graafik.

1.7 Hiperboolsed trigonomeetrilised funktsioonid.

Selles paragrahvis defineerime veel moned olulised elementaarfunktsioonid. Matemaatikas ja

tema rakendustes kasutatakse palju nn hiperboolseid trigonomeetrilisi funktsioone. Nendeks
on

et —e™®

sinhz = - hiiperboolne siinus,
et +e " . .

coshx = - hiiperboolne kosinus,
sinh x et —e™ "

tanhz = = — hiiperboolne tangens,
coshz et 4 e~
coshx et +e % .

cothz = — — hiiperboolne kotangens .
sinh x et —e 7T

Maédramispiirkonnad ja vaédrtuste hulgad on jargmised:

y=sinhz: X =R, Y =R,

y=coshz : X =R, Y =[1,00),

y=tanhz : X =R, Y =(-1,1),

y=cothz : X =R\{0}, Y =(—00,—-1)U(1,00).
Graafikud on toodud joonistel 1.16 - 1.19.

Hiiperboolse siinuse ja kosinuse kaudu on defineeritud veel

1 2

sechz = = — hiiperboolne seekant : X =R, Y = (0,1]
coshz er 4 e
1 2
cschz = — = ————— — hiiperboolne koseekant : X =R\ {0}, Y =R\ {0}.
sinh x et —e™®
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Funktsioonide sinh x, cosh x, tanh z ja coth x poérdfunktsioonid on nn areafunktsioonid:

x = arsinhy — areasiinus (funktsiooni y = sinhz péordfunktsioon),

x = arcoshy — areakosinus (funktsiooni y = cosha po6rdfunktsioon),

z = artanhy — areatangens (funktsiooni y = tanha podrdfunktsioon),
x = arcothy — areakotangens (funktsiooni y = cothz poéordfunktsioon).

Nii nagu hiiperboolsed trigonomeetrilised funktsioonid, on ka areafunktsioonid elementaar-
funktsioonid. Toome siinkohal areafunktsioonide avaldised pohiliste elementaarfunktsioonide
kaudu koos méaaramispiirkondade ja vaartuste hulkadega:

arsinhx:ln(ac+\/m2+1>: X =R, Y =R,

arcoshz = ln(:p+\/z2fl> : X =[1,00), Y =10,00),

1. 1
artanhz = - In +I: X=(-1,1),Y =R,
2 1-—-=x
1 1
arcothz = 51n1+1: X = (—o00,—-1)U(1,00), Y =R\ {0}.
T —

Hiiperboolne siinus ja kosinus on seotud teatud teist liiki joone, nn hiiperbooliga. Selle
selgitamiseks tuletame koigepealt iihe abivalemi. Arvutame:

T —z\ 2 z _ —x\ 2
(coshz)? — (sinhz)? = (%) — (%)

1. 9, oz 1.5, o
— Z[€2L+e 2‘L+2]_Z[62¢+e 21,_2]
621 6721 621 6721
=—+ +o-— = +-=1
4 4 4
Jarelikult kehtib valem
(coshz)? — (sinhz)? = 1. (1.10)
See seos on tuntud trigonomeetria valemi (cosxz)? + (sinz)? = 1 analoog hiiperboolsete

trigonomeetriliste funktsioonide korral.
Vaatleme niilid kahte parameetriliselt antud joont, millest esimene on kirjeldatud vorranditega

xr = Rcosht
{y:Rsinht7 teR, (1.11)
ja teine vorranditega
r = —Rcosht
{y:Rsinht, teR, (1.12)

kus kordaja R on positiivne konstant. Nii joone (1.11) kui (1.12) korral kehtib jargmine vordus
2?2 —y? = (Rcosht)? — (Rsinht)? = R%[(cosht)? — (sinht)?] = R?
ehk
z? —y? = R2. (1.13)
Vorrandiga (1.13) antud joont nimetatakse hiiperbooliks (joonis 1.15). Hiiperbool koosneb

kahest = - telje suhtes siimmeetrilisest harust. Parempoolse haru parameetrilised vorrandid
on (1.11) ja vasakpoolse haru parameetrilised vorrandid on (1.12).
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Joonis 1.15
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Joonis 1.16: y = sinhx

Joonis 1.17: y = coshzx
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Joonis 1.18: y = tanhx

Joonis 1.19: y = cothx
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Peatukk 2

Piirvaartus ja pidevus

2.1 Muutuva suuruse piirprotsessid.

Muutuva suuruse x kohta 6eldakse, et ta on jarjestatud, kui tema vaartustest on
moodustatud jarjestatud hulk, st hulk mille iga kahe elemendi kohta on voimalik
Oelda, kumb neist on eelnev ja kumb jargnev.

Naiteks on jarjestatud ajast soltuv suurus. Sel juhul loeme kahest suuruse
vaartusest jargnevaks selle, mis vastab suuremale ajamuutuja vaartusele.

Selles paragrahvis tegeleme me selliste jarjestatud suurustega, mis mooda
jarjestust edasi liikkudes lahenevad teatud fikseeritud arvule. Need on nn koondu-
vad e piirvaartust omavad suurused. Nendest moistetest arusaamiseks kasitleme
koigepealt iihte naidet.

Olgu vaatluse all vedru, mis on iihest otsast kinnitatud ja teine ots on lah-
tine. Olgu tasakaaluasendis vedru pikkus a. Kui vedrut kokku suruda voi valja
venitada ja seejarel vabastada, hakkab tema lahtine otspunkt tasakaaluasendi
iimber vonkuma. Vedru pikkus on sel juhul ajast soltuv (seega jarjestatud) muu-
tuv suurus x. Vonkumisprotsessi mojutavad mitmesugused takistusjoud, mille
tagajérjel vonkumine sumbub, st vedru pikkus x ldheneb arvule a. Vaatame
kuidas oleks voimalik sellist lahenemisprotsessi matemaatilistes terminites kir-
jeldada. Uks voimalus on jirgmine. Valime mingisuguse tasakaalupunkti iimbruse,
naiteks (a—0.1,a+0.1). Kuna vonkumine sumbub, siis mingist ajahetkest (st
vadrtusest) alates koik jargnevad vedru pikkuse vadrtused x jadvad vahemikku
(a—0.1,a+0.1), st rahuldavad vérratust |z —a| < 0.1. Edasi valime mingi teise,
véiksema timbruse, nt (¢ —0.01,a+0.01). Arvestades jallegi seda, et vonkumine
sumbub, leidub mingi teine, eelnevast suurem ajahetk ja sellele vastav z vaartus
nii, et koik jargnevad x vadrtused jadvad vahemikku (a—0.01,a+0.01), st rahul-
davad vorratust |z —a| < 0.01. Sellist arutelu voib jatkata suvalise kuitahes
véikse iimbrusega (a — €,a + ¢€). Jarelikult, iga kuitahes viikese positiivse arvu
€ korral saab niidata sellist suuruse x vaartust, millest alates koik jargnevad
muutuva suuruse vadrtused kuuluvad arvu a imbrusesse (a — €, a + €), st rahul-
davad vorratust |z — a| < e.
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Muutuva suuruse piirvaartuse tildine definitsioon on jérgmine:

Olgu z jarjestatud muutuv suurus. Arvu e nimetatakse muutuva suuruse z
piirvddartuseks, kui iga kuitahes vaikese positiivse arvu € korral saab néidata sell-
ist suuruse x vaartust, millest alates koik jargnevad muutuva suuruse vaidrtused
kuuluvad arvu a timbrusesse (a — €,a + €), st rahuldavad vorratust |z — a| < e.

Kui arv a on suuruse z piirvaartus, siis 6eldakse, et suurus x laheneb arvule
a ehk koondub arvuks a ja kirjutatakse

T —a vOi limz =a.

Piirvadrtuse iildises definitsioonis ei ole fikseeritud kuidas (vasakult, pare-
malt vl moélemalt poolt) muutuja = ldhenemine arvule a toimub. Seega on
piirprotsessi & — a erijuhtudeks sellised piirprotsessid, kus = laheneb arvule a
ainult vasakult voi paremalt. Uhepoolsete piirprotsesside definitsioonid saame
tildisest piirvddrtuse definitsioonist, kui me seal esinevat imbrust (a—e, a+e¢) kit-
sendame kas vasakpoolseks v6i parempoolseks poolldiguks (a—e€, a] voi [a, a+€).

Muutuv suurus = laheneb vasakult arvule a, kui iga kuitahes viaikese posi-
tiivse arvu € korral saab néidata sellist suuruse = vaartust, millest alates koik
jargnevad muutuva suuruse vaartused kuuluvad poolldiku (a — €,a]. Sellisel
juhul kirjutatakse

r—a

Muutuv suurus x ldheneb paremalt arvule a, kui iga kuitahes viaikese posi-
tiivse arvu € korral saab néidata sellist suuruse x vaartust, millest alates koik
jargnevad muutuva suuruse vaartused kuuluvad poollbiku [a,a + €). Siis kirju-
tatakse

r—a’.

Saab konstrueerida ka lihtsaid fiitisikalisi mudeleid, mis illustreerivad ithepoolset
koondumist. Néiteks, kui vedru on ithendatud mingi tugeva vonkumist summu-
tava seadmega (nt amortisaatoriga), siis vonkumist imber tasakaalupunkti ei
teki. Vedru pikkus x ldheneb a-le ainult vasakult voi paremalt soltuvalt sellest,
kas vedru on kokku surutud vo6i valja venitatud.

Kasitleme ka selliseid piirprotsesse, mille kéaigus x ei 1ahene loplikule reaalarvule
vaid pluss v6i miinus l6pmatusele. Alustame suurusest, mis ldheneb pluss
lopmatusele. Piltlikult valjendudes on tegemist sellise jirjestatud suurusega,
mis modda jarjestust edasi liikudes kasvavab piiramatult, st saab suuremaks
kuitahes suurest positiivsest arvust M. Selgitame seda lahemalt. Olgu néiteks
M = 100. Leidub selline z vaartus, millest alates koik jargnevad x vaidrtused
on 100-st suuremad. Suurendame arvu M. Olgu nt M = 10000. Leidub sell-
ine (eelnevast suurem) x vadrtus, millest alates koik jargnevad z védrtused on
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10000-st suuremad jne. Kokkuvottes, kuitahes suure positiivse arvu M korral
saab niidata sellist suuruse x vaartust, millest alates koik jargnevad muutuva
suuruse vadrtused on arvust M suuremad, st rahuldavad vorratust z > M.

Uldine definitsioon on jirgmine:

Muutuva suuruse x piirvaartus on l6pmatus ehk muutuv suurus x laheneb
lopmatusele, kui iga kuitahes suure positiivse arvu M korral saab naidata sellist
suuruse z vadrtust, millest alates koik jargnevad muutuva suuruse vaartused
rahuldavad vorratust « > M. Taolist piirprotsessi tahistatakse jargmiselt:

T — 00 voi limz = 00.

Analoogiliselt saab defineerida ja selgitada ka piirprotsessi # — —oo. Definit-
sioon on jargmine:

Muutuva suuruse z piirvaartus on miinus lopmatus ehk muutuv suurus x
ldheneb miinus lopmatusele, kui iga absoluutvaartuse poolest kuitahes suure
negatiivse arvu M korral saab nididata sellist suuruse x vaartust, millest alates
koik jargnevad muutuva suuruse vaartused rahuldavad vorratust < M. Sellise
piirprotsessi tahistusviis on

T — —00 vOi limz = —o0.

2.2 Koonduvad ja hajuvad jadad.

Jarjestatud muutuva suuruse erijuhuks on muutuv suurus, mille vaartused moodus-
tavad reaalarvude jada J = (x1,22,%3,...,%n,...). Valides selles jadas kaks
elementi z; ja z; saame me alati 6elda, kumb neist on eelnev ja kumb jargnev.
Toepoolest, kui ¢ < k, siis jada element x; eelneb elemendile xy, kui aga i > k,
siis on elementide x; ja xzj jirjestus vastupidine.

Arvu a nimetatakse reaalarvude jada J piirvddrtuseks, kui iga kuitahes
viikese positiivse arvu e korral saab naidata sellist jada elementi x,, millest
alates koik jargnevad jada elemendid kuuluvad arvu a iimbrusesse (a — €, a+€).
Jada piirvaartuse kirjutusviis on jargmine:

Ty — Q vOi limz, =a.

Piirvaartust omavat jada nimetatakse koonduvaks ning piirvdartust mitteo-
mavat jada hajuvaks.
Naide. Vaatleme jada elementidega x, = 1+ (_211)”' Taolise jada piirvaartus
on 1. Selle toestamiseks kontrollime piirvaartuse definitsiooni kehtivust arvuga
a = 1. Vastavalt definitsioonile peame me néitama, et suvalise kuitahes vaikese
positiivse arvu € leidub selline jada element, millest alates koik jargnevad jada
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elemendid kuuluvad arvu 1 timbrusesse (1 — €,1 + €). Taolisesse {imbrusesse
kuuluvad jada elemendid rahuldavad vorratust 1 — e < z,, < 1 + €. Lahendame
selle vorratuse arvu n suhtes:

l—e<z,<lte & l-e<1+EX <146 & —e<E < &

&<e & 2">1

L
on & n>log, ¢,

Jarelikult, kui me etteantud e > 0 korral valime elemendi z,, nii, et m > log, %,
siis kehtib x,, € (1 —¢,1 + €) iga x,,-le jirgneva jada liikme z,, korral. Seega
on jada piirvadrtuse definitsioon tdidetud arvuga a = 1. Olemegi tdestanud,

et lim(1+ (72,1”)"> = 1. [Illustreerime seda toestust veel monede erijuhtude

vaatlemisega . Selleks paneme kirja moned jada esimesed elemendid:

1 = 0.5, xo0 = 1.25, z3 = 0.875, x4 = 1.0625, x5 = 0.96875,
re = 1.015625, z7 = 0.9921875, zg = 1.0039625, ...

Olgu € = 0.1. Ndeme, et alates neljandast elemendist kuuluvad koik jargnevad
jada elemendid timbrusesse (1 —¢,1 +¢€) = (1 —0.1,1 4+ 0.1) = (0.9,1.1).
Jargmiseks olgu € = 0.05. Alates viiendast elemendist kuuluvad koik jargnevad
jada elemendid timbrusesse (1—¢,14¢€) = (1—0.05,140.05) = (0.95,1.05). Kui
€ = 0.01, siis alates seitsmendast elemendist kuuluvad koik jargnevad elemendid
timbrusesse (1 —¢,14¢€) = (1 —0.01,1+0.01) = (0.99, 1.01) jne.

2.3 Funktsiooni piirvaartus.

Olgu antud funktsioon f argumendiga x. Kui argument = on jarjestatud, siis
saame me jarjestada ka funktsiooni vadrtused f(z), lugedes funktsiooni kahest
vaartusest jargnevaks selle, mis vastab argumendi jargnevale vaartusele.

Niiteks kui funktsiooni f(z) = 2% argumentidest moodustatud jirjestatud
hulgale 1,2, 3,4, 5, ..., vastab funktsiooni vaartuste jarjestatud hulk 1,4, 9,16, 25, .. ..
Olgu funktsiooni f argument x jarjestatud selliselt, et ta koondub mingiks
arvuks a. Meid huvitab kiisimus: kas sellisel juhul ka funktsiooni véartus
ldheneb mingile arvule b? Kui see on nii, ja peale selle arv b ei s6ltu punktiks a
koonduvast argumendi z jarjestusest, siis on vaadeldaval funktsioonil punktis a

piirvaartus.

Funktsiooni piirvairtuse definitsioon I. Funktsioonil f on piirvadrtus b
kohal a, kui suvalises piirprotsessis * — a, mis rahuldab tingimust © # a,
funktsiooni vaartus f(x) laheneb arvule b.
Funktsiooni piirvaartuse kirjutusviis on

lim f(z) = b

r—a
voi

fl)—=b kui xz—a.

26



Fraasi ”piirvaartus kohal a” asemel voib kasutada ka samavéirseid fraase
”piirvaartus punktis a” voi ”piirvaartus argumendi ldhenemisel vaartusele a”.

Tingimus = # a piirvééartuse definitsioonis on sisse toodud selleks, et eris-
tada funktsiooni vaidrtust kohal a tema piirvadrtusest kohal a. Taoline eristus
on vajalik funktsiooni pidevuse kéasitlemisel edaspidistes paragrahvides.

Selgitame piirvaédrtuse definitsiooni iihe lihtsa naitega. Uurime funktsiooni

flx) = 232;# kaitumist protsessis z — 1. Vaadeldav funktsioon on méaratud

1
koikjal, valja arvatud punkt z = 1. Kui x # 1, siis taandades murru 2962;#

lugejast ja nimetajast teguri x — 1, saame sellele funktsioonile lihtsama valemi
f(z) = 2z + 4. Valime moned punktiks 1 koonduvad argumendi jadad ning
arvutame neile vastavad funktsiooni vaartuste jadad:

Xr1 = 0 T = 0.5 Tr3 = 0.9 T4 = 0.95 Ty = 0.99...

Ir1 = 2 To = 1.5 Ir3 = 1.1 Ty = 1.05 T5 = 1.01...
f(l‘l) =38 f(l‘g) =7 f(l‘g) = 6.2 f($4) =6.1 f(x5) =6.02 ...

Ty =3 ) =0 5L’3:].1 $4:099 Z5:1001

Esimeses jadas koondub z vasakult, teises koondub paremalt ja kolmandas koon-
dub vaheldumisi paremalt ja vasakult. Koigil toodud juhtudel koondub funk-
tsiooni vaartus f(x) arvuks 6. Saab néidata, et suvalises piirprotsessis z — 1
koondub vaadeldava funktsiooni viartus arvuks 6. Seega ;1_>ml 2’”2;'# = 6.

Funktsiooni piirvdartusel on ka teine, samavéarne definitsioon, mis kasutab
arvude a ja b imbrusi. Viimane 1&htub tdhelepanekust, et kui lim f(x) = b,
r—a

siis saab sobivat arvu a tmbrust valides muuta vastava funktsiooni va&rtusi
sisaldava arvu b iimbruse kuitahes véikeseks. Mainitud definitsiooni juurde
joudmiseks analiilisime koigepealt toodud néidet edasi. Fikseerime mingi posi-
tiivse arvu € ja vaatleme arvu 6 iimbrust (6 —¢,6+¢€). Leiame nende 2-de hulga,
mille korral f(z) kuulub valitud iimbrusesse. Selleks tuleb lahendada vorratus
6 — e < f(x) < 6 4 € muutuja = suhtes. Lahendame selle vorratuse:

6—e< f(z)<b+e & 6—ec<22+4<6+e &
2—e<2r<2+e & 1-5<z<1l+3.
Jéttes vilja punkti z = 1 saame soovitud z-de hulga: z € (1 - 5,14 §), z # 1.
Seega voib viita, et suvalise kuitahes vaikese positiivse arvu € korral leidub arvu

1 imbrus (1—4,1+46) nii, et kui z € (1-0,1+0), z # 1, siis f(x) € (6—¢,6+¢).
Antud niites 6 = 5.

Funktsiooni piirvairtuse definitsioon II. Funktsioonil f on piirvidrtus b

kohal a, kui iga kuitahes vaikese positiivse arvu € korral leidub positiivne arv §
nii, et kui z € (a — d,a + d), z # a, siis f(z) € (b—€,b+¢).
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On voimalik téestada, et definitsioonid I ja II on samavaarsed. Definitsioon
IT on kahtlemata abstraktsem ja raskemini moistetav kui definitsioon I, kuid
seda on lihtsam kasutada monede piirvaartustega seotud viaidete toestamiseks
allpool.

Moned maéarkused:

1. Funktsiooni piirvadrtus on alati iiheselt maaratud. See tdhendab, et

kui  lim f(z) =b1 ja lim f(x)=10be, siis by =bs.

r—a r—a

2. Funktsioonil vo6ib olla piirvadrtus ka punktis a, mis asub valjaspool tema
madramispiirkonda.

Lopmatusi sisaldavad piirvaartused. Analoogiliselt saab késitleda ka pi-
irvaartusi, milles loplike arvude a ja b asemel esinevad suurused —oo voi oo.
Definitsiooni I on eriti lihtne iildistada taolistele juhtudele. Seal tuleb lihtsalt
arv a voi b asendada kas suurusega co voi —oo.
Toome siinkohal vaid piirvaartuse

lim f(z) = o

r—a
definitsioonid.
(i) Funktsioonil f on piirvadrtus oo kohal a kui suvalises piirprotsessis © — a,
mis rahuldab tingimust  # a, funktsiooni véaértus f(z) l&dheneb l6pmatusele.
(ii) Funktsioonil f on piirvdadrtus co kohal a, kui iga kuitahes suure positiivse
arvu M korral leidub positiivne arv § nii, et kui « € (a — d,a + §),  # a, siis
f(x) > M.
Naide. Toestame, et wl:IIlz ﬁ = o0, kasutades selleks definitsiooni (ii). Fik-
seerime mingi positiivse arvu M. Vastavalt definitsioonile tuleb leida selline §,
et kui z € (2—0,249), x # 2, siis f(x) > M. Lahendame vérratuse f(z) > M
muutuja z suhtes:

f@)>M & 5 >M & @-2°<gy &

— N2 — |y — 1 1 _ 1
(z—2)2=|z 2\<m¢> T <T-2<m ©

1 1

Jattes valja punkti x = 2, kus f(z) ei ole méératud, saame jargmise hulga:
x€(2—-6,2496),x#2,kus § = ﬁ Jarelikult, suvalise kuitahes suure posi-

tiivse arvu M korral leidub positiivne arv § nii, et kui @ € (2 — 6,2+ ), © # 2,

siis f(z) > M. Sellega ongi vaide lirn2 ﬁ = oo toestatud.

Arv e. Matemaatikas ja selle rakendustes kasutatakse sageli jargmisi piirvadrtusi:

1\” 1\*
e = lim (1—1—) = lim (1—1—) .

28



Arv e on irratsionaalarv: e &~ 2.71828...
Logaritmi alusel e nimetatakse naturaallogaritmiks ja tadhistatakse stimboliga
In. Seega log, z =Inz.

2.4 I"Jhepoolsed piirvaartused.

Funktsioonil f on vasakpoolne piirvddrtus b kohal a, kui suvalises piirprotsessis
x — a~, mis rahuldab tingimust « # a, funktsiooni vaartus f(z) laheneb arvule
b.
Vasakpoolse piirvaartuse kirjutusviis on
lim f(z) =b
r—a
voi
flx)—=b kui z—a" .

Funktsioonil f on parempoolne piirvadrtus b kohal a, kui suvalises piirprotsessis

r — a™, mis rahuldab tingimust = # a, funktsiooni viértus f(x) ldheneb arvule
b.
Parempoolse piirvaartuse kirjutusviis on
lim f(z) =b
rz—at

voi
f(x) =b kui z—at.

Toodud definitsioonides voib lopliku arvu b asendada kas —oo-ga voi co-ga.

Ilustreerime iihepoolseid piirvédédrtusi néitega. Vaatleme jargmist funkt-
siooni:

) = r+2, kui z<1,
Tl z+3, kui z>1.

Arvutame selle funktsiooni iithepoolsed piirvaartused punktis 1. Valime punk-
tiks 1 koonduvad vasak- ja parempoolsed jadad ning arvutame neile vastavad
funktsiooni vaartuste jadad:

I = 0 To = 0.5 Tr3 = 0.9 Ty = 0.95 Is = 0.99...

21=2  w3=15  33=11  2,=105  z5=101...
fla) =5 fzs) =45 flas) =41 f(xg) =404 f(as)=4.01...

Néeme, et vasakult arvuks 1 koonduva jada korral 1aheneb f(z) arvule 3 ja pare-
malt arvuks 1 koonduva jada korral laheneb f(x) arvule 4. Saab tdestada, et su-
valiste piirprotsesside x — 17 ja x — 17 korral ldheneb f(x) vastavalt arvudele
3 ja 4. Seega lir?_ f(z) = 3 ja 111{1+ f(z) = 4. Uhepoolsed piirviirtused on
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erinevad. Uhtlasi paneme téhele, et funktsioonil puudub piirvéirtus punktis 1.
See on nii, sest eelmises paragrahvis toodud piirvaartuse definitsioon I ei ole
taidetud. Ei leidu arvu b, millele f(z) laheneks koigis piirprotsessides © — a,
kus x # a. Vasakpoolses ja parempoolses piirprotsessis liheneb f(x) erinevatele
arvudele.

Kehtib jargmine, iildisem véide:

Piirvddrtus lim f(x) eksisteerib siis ja ainult siis kui eksisteerivad vordsed tihepoolsed
r—a
piirvddrtused lim f(z) ja lim+ f(z). Peale selle, piirvadrtuse lim f(x) olema-
T—a~ r—a r—a
solu korral kehtib valem

lim f(z) = lim f(z)= lm f(z).

T—a T—a~ r—at

Eespooltoodud néites olid funktsioonil olemas mélemad tihepoolsed piirvaartused,
kuid piirviartus puudus. Saab tuua naiteid sellistest funktsioonidest, millel
puuduvad ka ithepoolsed piirvadrtused. Analiiisime funktsiooni f(z) = sin%
kaitumist protsessis x — 07. Selleks valime jargmise jada: =, = ﬁ (ehk

2
T = %, T = %, ...). Vastavad funktsiooni véartused on siis

1 kui n on paaris,
—1 kuin on paaritu.

f(2a) = sin(n +1/2)7 = {

Funktsioon omandab vaheldumisi vaartusi —1 ja 1 ning seega ei lahene iihelegi
arvule. Jarelikult parempoolne piirvaartus lim sin% puudub. Analoogiliselt

z—0

saab naidata, et puudub ka vasakpoolne piirvdartus lim sin %

z—0~

2.5 Lopmatult kasvavad suurused ja tokestatud
funktsioonid.

Lopmatult kasvava suuruse moiste. Funktsiooni f nimetatakse lopmatult
kasvavaks suuruseks protsessis r — a, kui

lim | ()] = oo.

Lopmatult kasvava suuruse saab defineerida ka protsessides z — oo ja x — —oo.
Selleks tuleb toodud definitsioonis arv a asendada kas suurusega oo voi —oo.

Tokestatud funktsiooni moiste. Olgu D funktsiooni f méaramispiirkonna
alamhulk. Kui leidub positiivne arv M nii, et iga « € D korral kehtib vorratus
|f(x)] < M, siis 6eldakse, et funktsioon f on tokestatud hulgas D.

Teiste sonadega: funktsioon f on tokestatud hulgas D, kui koigile hulka D
kuuluvatele z-dele vastavatest f(z)-dest moodustatud hulk on tokestatud.

Piirprotsessis tokestatud funktsioon. Funktsiooni f nimetatakse tokestatuks
protsessis © — a, kui leidub selline arvu a imbrus, kus f(x) on tokestatud.
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Arvestades arvu timbruse ja tokestatud funktsiooni moisteid, saab selle definit-
siooni sonastada ka nii: Funktsiooni f nimetatakse tokestatuks protsessis x — a,
kui leiduvad positiivsed arvud M ja § nii, et iga « € (a — §, a + ) korral kehtib
vorratus | f(z)| < M.

Kehtib jargmine vaide:

Kui eksisteerib loplik piirvadrtus lim f(x), siis on funktsioon f tokestatud prot-
S€es81s T — a.

Téestus: Eksisteerigu 16plik piirvadrtus b = lim f(x). Kasutame piirvédrtuse
definitsiooni II. Fikseerime mingi positiivse arvu e. Vastavalt definitsioonile lei-
dub positiivne arv § nii, et kui z € (a — d,a+9), x # a, siis f(x) € (b—¢€,b+¢€).
Viimasest seosest tuleneb, et |f(z) — b < e. Kuna |f(z)| — [b] < |f(z) — b
absoluutvéértuse 4. omaduse pohjal (vt §1.1), siis saame | f(z)|—|b] < €. Sellest
jareldub, et |f(z)| < |b] + €. Seega oleme ndidanud, et kui € (a — d,a + 9),
x # a, siis kehtib vorratus |f(x)| < |b| + e. Lisades vaadeldavate x-de hulka
ka punktis a, ndeme, et iga x korral hulgast (a — d,a + §) kehtib vorratus
|f(z)] < max{|b] + €; |f(a)|}. Téhistame M = max{|b| + €; |f(a)|}. Oleme
naidanud, et leiduvad positiivsed arvud 0 ja M nii, et iga = € (a — d,a + 0)
korral kehtib vorratus |f(z)] < M. Seega on protsessis  — a tokestatud funk-
tsiooni definitsioon taidetud. Véiide on toestatud.

2.6 Lopmatult vaikesed suurused ja nende
pohiomadused.

Lopmatult vaikese suuruse moiste. Funktsiooni f nimetatakse lopmatult
viikeseks ehk lopmatult kahanevaks suuruseks protsessis + — a, kui

lim f(z) = 0.

Lopmatult vaikese suuruse saab defineerida ka protsessides + — oo ja x —
—o00. Selleks tuleb toodud definitsioonis arv a asendada kas suurusega oo voi
—00.

Lopmatult vaikestel suurustel on jargmised olulised omadused:

Omadus 1. Funktsioon f(x) on lopmatult vdike suurus protsessis x — a siis

ja ainult siis, kui ﬁ on lopmatult kasvav suurus samas protsessis.

Téestus: Olgu f(z) 16pmatult viike kui  — a, st lim f(z) = 0. Tdestame, et

siis on ﬁ lopmatult kasvav ehk lim

r—a

§2.3 peame me niitama, et iga kuitahes suure positiivse arvu M korral leidub

1

m‘ > M.

Olgu antud suvaline positiivne arv M. Tahistame € = ﬁ Kuna me eel-

dasime, et lim f(x) = 0, siis piirvaédrtuse definitsiooni II pohjal §2.3 leidub posi-
r—a

ﬁ‘ = 00. Vastavalt definitsioonile (ii)

positiivne arv ¢ nii, et kui € (a — d,a + 0), = # a, siis
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tiivne arv 4 nii, et kui z € (a — &,a + ), © # a, siis f(z) € (—€,€) = (— 7,
Teisendame viimast seost:

).

SIS

1
= > M.

|f(2))]

1 1
’f(l’)

s@e(~5p57) = F@I<g

Seega suvalise positiivse arv M korral leidub positiivne arv § nii, et kui = €
(a —d,a+9), x # a, siis ’%’ > M. Seda oligi tarvis toestada.

Vastupidine vaide: kui ﬁ on l6pmatult kasvav protsessis © — a, siis f(z)
on lopmatult viike samas protsessis, toestatakse analoogiliselt.
Niide. Olgu a € R jan > 0. Siis lim(z — a)” = 0, st (zr — a)” on l6pmatult
r—a
1

m on lf)pmatult

véike suurus protsessis x — a. Omadusest 1 tuleneb, et

= 0.

kasvav suurus samas protsessis, st lim

1
2| ey
Omadus 2. Kui funktsioon f(x) on lopmatult vdike suurus protsessis x — a ja
g(x) on tokestatud samas protsessis, siis korrutis f(x)g(x) on lopmatult vdike
suurus protsessis x — a.

Téestus: Me peame tdestama, et lim f(z)g(z) = 0. Vastavalt piirvdartuse definitsioonile
r—a

tuleb naidata, et iga véikese positiivse arvu e korral leidub positiivne arv ¢ nii, et kui €

(a—3d,a+9), x # a, siis f(z)g(z) € (—¢,¢€).

Olgu antud suvaline positiivne arv e. Kuna g(z) on tokestatud protsessis * — a, siis
eelmises paragrahvis toodud definitsiooni pohjal leiduvad positiivsed arvud M ja dp nii, et iga
x € (a—00, a+do) korral kehtib vorratus |g(z)| < M. Tahistame e; = 1. Kuna lim f(z) = 0,

r—a
siis piirvaartuse definitsiooni pohjal leidub positiivne arv 01 nii, et kui z € (a — §1,a + 1),
x # a, siis f(z) € (—e1,€1) ehk |f(z)| < €1. Oleme nédidanud, et
(1) iga = € (a — do, a + do) korral kehtib |g(z)| < M ja
(2) iga = € (a — 61,a + 01) \ {a} korral kehtib |f(z)| < e1.

Hulkade (a — do,a + do) ja (a — d1,a + 01) \ {a} lihisosas kehtivad molemad vérratused

lg(x)| < M ja|f(x)| < €1. Leiame selle ithisosa. Tahistame ¢ = min{dp; d1}. Siis

(a—=do,a+do)N(a—0d1,a+61)\{a} =(a—6,a+0)\{a}.

Seega iga ¢ € (a — 6,a + §), © # a korral kehtivad mdlemad vérratused |g(z)] < M ja
|f(z)| < €1. Neist vorratustest jareldub, et

€
[f(@)g(@)| = |f (@)l lg(2)| <erM = 72 M = e.

Seega |f(z)g(z)| < € ehk f(z)g(x) € (—¢, €). Oleme ndidanud, et iga viikese positiivse arvu e

korral leidub positiivne arv § nii, et kui € (a — 6,a+ ), = # a, siis f(z)g(z) € (—¢,€). Seda

oligi tarvis toestada.

Naide. Arvutame piirvadrtuse lim x sin % Vaatleme eraldi tegureid sin % ja x.

z—0
Kuna | sin %| < 1, siis on funktsioon sin % tokestatud terves oma méaramispiirkonnas
R\ {0}. Seega on sin 1 tokestatud ka protsessis # — 0. Tegur « liheneb nullile
kui x — 0. Jarelikult, omaduse 2 pohjal lin}) xsin% =0.
xr—
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2.7 Piirvaartuste omadused.

Paneme koigepealt kirja jargmised algebraliste tehetega seotud omadused:

L Im[f(x) + (@) = im f(@) + im o).

r—a

2. lim[f(z)g(x)] = lim f(x) lim g(z),

Tr—a

3. ilgb o) = T e kui ilirbg(x) #£0.

Otseste jareldustena omadustest 1 ja 2 saame me tuletada veel kaks omadust:

4. lm[Cf(z)] = lim C lim f(z) = C lim f(z), C — konstant,

r—a

5. lim[f(x) — g(o)] = lim /() + (~1)g(x)] = limn f(z) + lim [(~1)g(x)
= lim f() + (—1) lim g(x) = lim f(2) — lim g()

r—a

Omadused 1 - 5 jadvad kehtima ka siis, kui neis esinev piirprotsess © — a
asendada ithega jargmistest piirprotsessidest:

+

r—a ,r—a,Tr— —00, T — 00.

Liitfunktsiooni piirvaartuse arvutamise reegel. Olgu antud kaks funkt-
siooni y = f(x) jaz = g(y). Kui lim f(z) = b ja piirvasrtus lin}) 9(y) eksisteerib,
r—a Yy—
siis eksisteerib ka piirvddrtus lim g[f(z)] ja kehtib valem
r—a

lim g[f(x)] = lim g(y).

r—a y—)b
2.8 Lopmatult vaikeste ja lopmatult kasvavate

suuruste vordlemine.

Lopmatult viikeste suuruste vordlemine. Olgu f ja g lopmatult vaikesed
suurused protsessis * — a.

1. Kui eksisteerib 1oplik nullist erinev piirvaartus lim %, siis nimetatakse
r—a

suurusi f ja g sama jarku lopmatult vaikesteks suurusteks.

2. Kui lim £ g;g = 1, siis nimetatakse suurusi f ja g ekvivalentseteks 16pmatult
r—a

vaikesteks suurusteks markides seda kujul f ~ g.

3. Kui lim % = 0, siis nimetatakse suurust f korgemat jarku lopmatult
r—a

vaikeseks suuruseks g suhtes.
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Kahe ekvivalentse lopmatult vaikese suuruse vahe kohta kehtib jargmine vaide:

Kui f ja g on ekvivalentsed lopmatult viikesed suurused, siis on f — g korgemat
jarku lopmatult vdike suurus nit f kui g suhtes.

Toestus: Kuna vastavalt eeldusele f ja g on ekvivalentsed lopmatult vaikesed
suurused siis

irnﬁzi1 =
SRS
Seega,

See vordus néitab et f — g on korgemat jarku lopmatult vaike suurus f suhtes.
Viide, et f — g on korgemat jarku lopmatult véike suurus g suhtes, toestatakse
analoogiliselt.

Lopmatult kasvavate suuruste vordlemine. Olgu f ja g lopmatult kas-
vavad suurused protsessis  — a.

1. Kui eksisteerib loplik nullist erinev piirvaartus lim %
xz

) siis nimetatakse
—a

suurusi f ja g sama jarku lopmatult kasvavateks suurusteks.

2. Kui lim % = 1, siis nimetatakse suurusi f ja g ekvivalentseteks 1o6pmatult
Tr—a

kasvavateks suurusteks markides seda kujul f ~ g.

3. Kui lim %‘ = 00, siis nimetatakse suurust f korgemat jarku lopmatult
r—a
kasvavaks suuruseks g suhtes.

2.9 Funktsiooni pidevus. Katkevuspunktide li-
igitus.

Pideva funktsiooni moiste. Funktsiooni f nimetatakse pidevaks punktis a,
kui

1. f on méiratud argumendi vaartusel a, st a € X,

2. eksisteerib 16plik piirvadrtus lim f(x),

r—a

3. lim f(x) = f(a).

r—a

Valjendi ”pidev punktis a” asemel voib kasutada ka siinoniitime ”pidev kohal
a” voi ”"pidev argumendi vaartusel a”.
Punktis a pideva funktsiooni graafik on selle punktis pidev joon.
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Pideva funktsiooni definitsioonis esineva tingimuse 3 vo6ib kirja panna ka
pisut teistsugusel kujul. Selleks kasutame alljargnevalt defineeritud argumendi
muudu ja funktsiooni muudu moisteid:

Ax = z—a — argumendi muut kohal a,
Ay = f(x)— f(a) — funktsiooni muut kohal a.

Kehtib jargmine samavéaarsete valemite ahel:
lim f(z) = f(a) & lim f(z)— f(a) =0 & lim f(x) — lim f(a) =0
T—a r—a r—a z—a
< lim[f(z) - f(a)] =0 & limAy=0 & AlimOAy =0.
Jarelikult on pideva funktsiooni definitsioonis esinev tingimus 3 samaviarne
vordusega
lim Ay = 0.
Aomo Y
Kehtivad jargmised vaited:
1. Kui funktsioonid f ja g on pidevad punktis a, siis on selles punktis pidevad
ka summa f+ g, vahe f — g, korrutis fg ja eeldusel g(a) # 0 ka jagatis 5.
2. Kui funktsioon y = f(x) on pidev punktis a ja funktsioon z = g(y) on pidev
punktis f(a), siis on listfunktsioon z = g[f(x)] pidev punktis a.

Need viited jarelduvad otseselt §2.7 toodud piirvéirtuste omadustest.

Katkevuspunkti moiste. Punkti, kus funktsioon ei ole pidev, nimetatakse
selle funktsiooni katkevuspunktiks.

Katkevuspunktis funktsiooni graafik katkeb. Katkevuspunkt voib paikneda
néaiteks véljaspool funktsiooni méaramispiirkonda. Sellisel juhul on rikutud pi-
deva funktsiooni definitsioonis toodud tingimus 1. Juhul, kui katkevuspunkt
paikneb funktsiooni méaramispiirkonnas, siis on rikutud kas pidevuse tingimus
2 voi 3.

Katkevuspunktide liigitus. Olgu a funktsiooni f katkevuspunkt.

1. Kui punktis a eksisteerivad 16plikud ithepoolsed piirvaartused lim f(z) ja
r—a
lim+ f(x), siis nimetatakse seda punkti funktsiooni f esimest liiki katke-
Tr—a

vuspunktiks. Esimest liiki katkevuspunkte on kahesuguseid:

a) Kui esimest liiki katkevuspunktis a kehtib vordus

lim f(z) = lim+ f(x) = lim f(x),

r—a r—a

siis nimetatakse seda punkti funktsiooni f korvaldatavaks katkevus-
punktiks.
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b) Kui esimest liiki katkevuspunktis a kehtib vorratus

lim f(z) # lim f(z),

r—a—
siis nimetatakse seda punkti funktsiooni f hiippepunktiks (hiippekohaks).

2. Kui vdhemalt iiks iihepoolsetest piirvadrtustest lim f(x) voi lim f(x)
—a~ r—a

xr
puudub véi ei ole 16plik, siis nimetatakse punkti a funktsiooni f teist liiki
katkevuspunktiks. (Lithemalt: teist liiki katkevuspunktid on kéik need
katkevuspunktid, mis ei ole esimest liiki.)

Naiteid. §2.3 vaadeldud funktsioon f(z) = M katkeb punktis z =
1. Kuid selles punktis olemas loplikud iihepoolsed p11rvaartused ja need on
vordsed: hrn fz) = hrn flz) = hm f(z) = 6. Seega on tegemist esimest

liiki katkevuspunktlga konkreetselt korvaldatava katkevuspunktiga. Kui z # 1,
siis taandades murru 29”;% lugejast ja nimetajast teguri x — 1, saame selle
funktsiooni valemile kuju f(x) = 2z + 4. Seega on vaadeldava funktsiooni
graafikuks punkti (0, 4) 1abiv, tdusu 2 omav sirge, millest on vilja 16igatud punkt
koordinaatidega (1,6). Katkevuspunkti on voimalik "korvaldada” defineerides
funktsiooni vadrtuse punktis 1 valemiga f(1) = 6. Siis muutub funktsioon
pidevaks, avaldudes iga x € R korral valemiga f(z) = 2z + 4.
§2.4 vaadeldud funktsioon

fx) = r+2, kuix <1,
Tl 243, kuiz>1

katkeb punktis z = 1. Uhepoolsed piirviirtused eksisteerivad ja on loplikud
kuid erinevad, nimelt hm f(x) =3 ja hm f(z) = 4. Tegemist on esimest
—1- r—1

liiki katkevuspunktiga, konkreetselt huppekohaga Funktsiooni graafikul esineb
"hiipe” argumendi vadrtuse 1 kohal. )
Funktsioonil f(z) = ﬁ on katkevuspunkt x = 2. Uhepoolsed piirvadrtused

on olemas, kuid nad ei ole 16plikud: 11151 flz) = linzl+ flx) = lim2 f(z) = oo.
r—2l- xr— Tr—

Seega on tegemist teist liiki katkevuspunktiga.
Funktsioon f(z) = sin% katkeb kohal x = 0. Kuna iihepoolsed piirvadrtused
lim f(z) ja lirn+ f(z) puuduvad, siis on tegemist teist liiki katkevuspunktiga.
z—0~ z—0

2.10 Uhepoolne pidevus. Pidevus hulkadel.

I"Jhepoolselt pidevad funktsioonid. Funktsiooni f nimetatakse vasakult
pidevaks punktis a, kui

1. f on méaératud argumendi vaartusel a, st a € X,

2. eksisteerib 16plik vasakpoolne piirvaartus lim f(z),

Tr—a~

36



3. lim f(x)= f(a).
r—a—
Analoogiliselt defineeritakse ka paremalt pidev funktsioon. Selleks tuleb definit-
sioonis esinev vasakpoolne piirvaartus lim f(z) asendada parempoolse piirvaartusega
r—a~

lim+ f(x).

r—a

Naiteks funktsioon

Fz) = r+2, kuix <1,
|l z+3, kuiz>1

on oma katkevuspunktis = 1 paremalt pidev, sest lim f(x) =4 = f(1), kuid

rz—1

ei ole seal vasakult pidev, sest lirili flx) =3# f(1).

Seevastu funktsioon

Fz) = r+2, kuiz <1,
]l z+3, kuiz>1

on katkevuspunktis z = 1 vasakult pidev, sest lim f(z) =3 = f(1), kuid ei

r—1—

ole seal paremalt vasakult pidev, sest lir?+ flx)=4# f(1).
xTr—

Vahemikus pidevad funktsioonid. Kui funktsioon f on pidev vahemiku
(a,b) koigis punktides, siis 6eldakse, et see funktsioon on pidev vahemikus (a, b).

Loigul pidevad funktsioonid. Kui funktsioon f on méératud 16igul [a, b], pi-
dev vahemikus (a, b) ning 16igu otspunktides a ja b vastavalt paremalt ja vasakult
pidev, siis 6eldakse, et see funktsioon on pidev 16igul [a, b].

Naiteks funktsioon

x, kuixz <1,
fl@y=¢ z+1, kuil<z <2
r+2, kuizx>2

on pidev vahemikus (1,2). Samas ei ole see funktsioon pidev 16igul [1,2], sest
ta ei ole selle 16igu vasakus otspunktis paremalt pidev. Nimelt f(1) = 1 kuid
lim+ f(z) = 2. Seevastu funktsioon

r—1

z, kuiz <1,
fl@)y=< z+1, kuil<z<2
r+2, kuiz>2

on pidev 16igul [a,b], sest lisaks pidevusele vahemikus (a,b) on ta paremalt
pidev punktis z = 1 ( 1in+ f(x) = f(1) = 2) ja vasakult pidev punktis z = 2

(lm f() = £(2) =3).
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2.11 Loigul pidevate funktsioonide omadusi.

Olgu antud funktsioon f mis on méératud 16igul [a, b].

Funktsiooni suurim ja vahim vaartus loigul. Kui leidub punkt z; 16igult
[a, b] nii, et iga teise punkti x korral samalt 16igult kehtib vorratus f(z1) > f(z),
siis nimetatakse arvu f(x;) funktsiooni f suurimaks vaartuseks 16igul [a, b].

Kui leidub punkt zo 16igult [a,b] nii, et iga teise punkti z korral samalt
16igult kehtib vorratus f(z2) < f(z), siis nimetatakse arvu f(z2) funktsiooni f
vahimaks védrtuseks 16igul [a, b].

Loigul pidevatel funktsioonidel on jargmised omadused:

Omadus 1. Léigul pidev funktsioon saavutab oma suurima ja vahima vddartuse
sellel loigul.

Omadus 2. Laigul pidev funktsioon saavutab sellel loigul iga vadrtuse oma su-
urima ja vahima vdadrtuse vahel.

Omadus 3. Kui funktsioon f on pidev loigul [a,b] ja omandab selle ldigu ot-
spunktides erineva margiga vadrtusi, siis leidub sellel loigul vahemalt ks punkt
¢, kus f(c) =0.

Omadus 3 jareldub otseselt omadusest 2. Kui pideval funktsioonil f on l6igu
otspunktides erineva margiga vaartused, siis on selle funktsiooni suurim vaartus
positiivne ja vahim vaartus negatiivne. Teisest kiiljest, vastavalt omadusele 2
saavutab f iga vadrtuse oma suurima ja vdhima vaartuse vahel. Kuna antud
juhul 0 jaab suurima ja vahima vaartuse vahele, siis kuskil peab vaadeldav funk-
tsioon saavutama vaartuse 0. See tdhendabki, et 16igul [a,b] leidub vdhemalt
ks punkt ¢, kus f(c) = 0.

Omadusi 1 - 3 selgitatakse loengus.
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Peatukk 3

Tuletis ja diferentsiaal

3.1 Diferentseeruva funktsiooni ja tuletise moisted.

Olgu antud funktsioon f ja kuulugu punkt a selle funktsiooni méaramispiirkonda.

Tuletis ja diferentseeruv funktsioon. Funktsiooni f tuletiseks punktis a
nimetatakse jargmist suurust:

/ _ f(z) = f(a)
f(a) = fim ——— . (3.1)
Kui funktsioon f omab punktis a 16plikku tuletist, siis Geldakse et ta on selles
punktis diferentseeruv.
Tuletise arvutamist nimetatakse diferentseerimiseks.
Tuletist defineeriva piirvadrtuse voib kirja panna ka argumendi muudu ja
funktsiooni muudu kaudu. Olgu nii nagu ennegi

Ax = r—a — argumendi muut kohal a,
Ay = f(x)— f(a) — funktsiooni muut kohal a.
o f@)—f@) A A
oy o f@)—fle) Ay Ay
fia) = ;13}1 r—a }:lg}z Ax Aligo Ar’

Funktsiooni diferentseeruvuse ja pidevuse vahel kehtib jargmine seos:
Punktis a diferentseeruv funktsioon on selles punktis pidev.

Toestus: Kuna punktis a diferentseeruv funktsioon on méaratud punktis a,
siis jadb veel ndidata et lim f(x) eksisteerib ja vordub arvuga f(a). Kuid see
Tr—a

jareldub jargmisest vorduste reast:

lim f(z) = lim[f(z) — f(a)] + f(a)

= tim PO T oy ) 4 (@) = 0) 0+ £10) = f0).
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Vastupidine véaide ei ole 6ige. Pidev funktsioon ei tarvitse diferentseeruv

olla. Naiteks funktsioon y = |z| on punktis # = 0 pidev, kuna lin%) lz| =
r—
0 = |0|. Samas ei ole funktsioon y = |z| nullpunktis diferentseeruv. Et seda
ndha, arvutame jargmised iihepoolsed piirvaartused: lim % = lim —* =
z—0~ z—0~
—1 ja lim @ = lim £ = +1. Kuna need on erinevad, siis piirvaartust
z—0t z—0t
hH(l) %, mis médrab funktsiooni y = |z| tuletise punktis x = 0, ei eksisteeri.
Tr—

Jarelikult on funktsiooni diferentseeruvus rangem tingimus kui pidevus.
Punktis a diferentseeruva funktsiooni graafik on selles punktis sile joon (ei
murdu).

Tuletis kui funktsioon. Kui funktsioon f on diferentseeruv oma maaramispiirkonna
alamhulga D koigis punktides, siis 6eldakse et see funktsioon on diferentseeruv
hulgas D.

Olgu f diferentseeruv hulgas D. Siis igale arvule x hulgast D vastab iiks
kindel reaalarv f’(x). Seega on f’ funktsioon, mis on médratud hulgas D.

Tuletise teisi tdhistusi. Funktsiooni y = f(x) tuletist punktis = voib veel
tahistada stimbolitega

Y,y (@), v, y@), f(z).

Peale selle saab funktsiooni y = f(x) tuletise esitada ka sdltuva muutuja y ja
argumendi z diferentsiaalide dy ja dx jagatisena:

y =%
dx
Selline seos tuletatakse edaspidi diferentsiaali moiste kasitlemise juures §3.3.

Pohiliste elementaarfunktsioonide tuletised.

—_

C' =0, C — konstant,

)
2) (%) = azx""',
3) (a®) = a®lna, sealhulgas (") = e”,
1 1
r ;1
4) (log,z) = e sealhulgas (Inz) = -
5) (sinz)’ = cosz,
6) (COSJC)/ = —sinzw,
1
7 t e
) (tanz) cos?x
1
8) (cotz) = ——
sin”
1

9) (arcsinz) =
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1
10) (arccosz) = —

V1—a?’
1
11) (arctanz) = et
1
12 tr) = ———— .
) (arccotx) 522

Hiiperboolsete trigonomeetriliste funktsioonide tuletised.
13) (sinhzx)’ = coshz,
14) (coshz)’ = sinhz,
1

15) (tanhz) =

cosh?z’
1
16 cothz) = ————,
) ( ) sinh? z
1
17) (arsinhz)’ = ,
z2 4+ 1
1
18 arcoshz) = ,
) (arcosha) = —
1
19 tanhz) = ——
) (artanhz) e
1
20 thz) =
) (arcothz) .2

3.2 Joone puutuja ja normaalsirge.

Sirge tousunurk ja tous. Tasandil zy - teljestikus antud sirge s tousunurgaks
«a nimetatakse selle sirge ja x - telje positiivse suuna vahelist nurka, mille vaartus
radiaanides jaab poolldigule [0,7). Tousva sirge korral o € (0, %) ja langeva

sirge korral o € (%, 7) (vt joonis 3.1). Sirge s tousuks p nimetatakse tema
tousunurga tangensit, st p = tana.

Y 0<a<3 Y s<a<m

€T T

Joonis 3.1

Punkti A = (a, b) ldbiva ja tdusu p omava sirge vorrand on

y—b=plx—a). (3.2)
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Viimane valem kehtib juhul, kui tous p on méaratud, st a # 5. Kui o = 3, siis
on p madramata (tinglikult vérdne oo-ga). Viimasel juhul on s paralleelne y -

teljega ja tema vorrand on x = a.

Joone puutuja ja selle vorrand. Olgu tasandil zy - teljestikus antud joon
y = f(x) (st funktsiooni y = f(x) graafik). Joone y = f(x) puutujaks punktis A
nimetatakse tema loikaja AP piirsirget, mis tekib punkti P ldhenemisel punktile
A mooda joont y = f(x) (vt joonis 3.2, puutuja on seal t&histatud s-ga).

Joonis 3.2

Meie eesmargiks on tuletada puutuja s vorrand. Koigepealt méargime, et
valemi (3.2) pdhjal avaldub puutuja s vérrand punktis A = (a, f(a)) kujul

y—fla) = plz—a), (3-3)

kus p on s tous. Momendil on p veel tundmatu suurus. Avaldame suuruse p
funktsiooni f tuletise kaudu. Selleks vaatleme joonist 3.3. Joonisel on l6ikaja
AP téusunurk tahistatud g-ga. Seega on loikaja AP tous p = tan 5. Taisnurkselt
kolmnurgalt APQ nieme, et



Joonis 3.3

Vaatleme niiiid piirprotsessi © — a. Kui x — a siis P ldheneb punktile A
modda joont y = f(x). Vastavalt puutuja definitsioonile laheneb 1oikaja AP
joone y = f(z) puutujale punktis A. Seega ldheneb ka loikaja tous p puutuja
tousule p. Jarelikult, tuletise definitsiooni pohjal

o f@) = fle)
p=lmp = lim =——"—= = f'(a). (3.4)

Valemitest (3.3) ja (3.4) saamegi puutuja vorrandi

y—f(a) = f'(a)(z —a). (3.5)

Valem (3.5) kehtib juhul kui puutuja tous p ehk tuletis f’(a) on méadratud. Kui
puutuja tousunurk on 7 siis ei ole f’(a) méératud ja puutuja vorrand on x = a.

Joone normaalsirge ja selle vorrand. Joone y = f(x) normaalsirgeks punk-
tis A nimetatakse sirget, mis labib punkti A ja ristub joone y = f(z) puutujaga
selles punktis. Joonisel 3.4 on kujutatud joone y = f(x) puutuja s ja normaal-
sirge n koos oma tousunurkadega « ja . Normaalsirge vorrandi tuletamiseks
peame arvutama tema tousu p = tany. Kuna ¢ = a + § ja tana = 1/ (a), siis

s 1 1
—tanp =t )= =——. .
p=tally =tan (OHF 2) tan o f'(a) (3:6)
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a x

Joonis 3.4

Valemite (3.6) ja (3.2) pdhjal on punkti A = (a, f(a)) ldbiva normaalsirge
vorrand jargmine:
1
y—fla) = —m(m—a)-
Muidugi kehtib selline vorrand juhul, kui f’(a) # 0. Kui f'(a) = 0, siis on

normaalsirge y - telje sihiline ja tema vorrand on z = a.

3.3 Funktsiooni diferentsiaal ja esimest jarku
lahend.

Funktsiooni diferentsiaali moiste. Olgu antud funktsioon, mis on difer-
entseeruv punktis a. Eeldame, et f'(a) # 0. Kasutame taas jargmisi moisteid:

Axr = r—a — argumendi muut kohal a
Ay = f(z) — f(a) — funktsiooni muut kohal a.

Eelnevalt §3.1 me néaitasime, et

f@) = lm Y

Az—0 Az '

Seega, kui me tdhistame ﬁ—z ja f’(a) vahe jargmiselt

a(Az) = % — f'(a), (3.7)
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kehtib vordus

li Azr) = 0. .
Aglcgoa( z) =0 (3.8)
Meie eesmérk on avaldada funktsiooni muut Ay tuletise f’(a), argumendi
muudu Az ja suuruse a(Az) kaudu. Selleks avaldame koigepealt vordusest (3.7)
suhte %:
Ay

L~ (@) +a(a)

ja korrutame saadud avaldise Az-ga. Saame valemi
Ay = f'(a)Az + a(Ax)Ax. (3.9)

Valemist (3.9) ndeme, et funktsiooni muut Ay koosneb kahest liidetavast:
f(a)Ax ja a(Ax)Az. Voérdleme neid liidetavaid suuruse Ax suhtes protsessis
Az — 0. Esiteks, eelduse f'(a) # 0 pohjal

)b
A TAy T A @ = fl@) £ 0.
Teiseks, (3.8) pohjal
. alAr)Ax B
R

Néeme, et esimene liidetav f’(a)Az funktsiooni muudu Ay avaldises on sama
jarku 1opmatult vdike suurus kui Az ja teine liidetav a(Az)Az on kérgemat
jarku lopmatult vdike suurus Ax suhtes. Jarelikult hakkab véikese Az korral
esimene liidetav f'(a)Ax funktsiooni muudu avaldises domineerima.

Funktsiooni muudu Ay peaosa f'(a)Ax nimetatakse funktsiooni y = f(x)
diferentsiaaliks punktis a ja tahistatakse dy voi df. Kui on vaja rohutada difer-
entsiaali soltuvust punktist a, siis kirjutatakse vastavalt dy(a) voi df (a). Seega

dy = f'(a)Ax (3.10)
ja
Ay ~ dy kui Az on viike. (3.11)

Arvutame funktsiooni y = z diferentsiaali dz. Kuna (x)’ = 1, siis rakendades
valemit (3.10) funktsiooni y = z jaoks saame

de = Ax.

Jarelikult vordub argumendi diferentsiaal argumendi muuduga. Olgu y = f(x)
jallegi suvaline funktsioon. Asendame Ax-i dz-iga valemis (3.10). Saame vorduse

dy = f'(a)dx. (3.12)
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Siit tuleneb jargmine valem tuletise jaoks diferentsiaalide suhte kaudu:

f'(a) = Z—i} (3.13)

Funktsiooni esimest jarku lahend. Olgu funktsioon y = f(z) diferentseeruv
punkti a mingis timbruses (a — €,a + €). Selle funktsiooni nulljdrku ehk kon-
stantseks lahendiks nimetatakse jargmist konstantset funktsiooni:

y = fla), xz€(a—ea+te). (3.14)

Kuna f on diferentseeruv, siis on ta ka pidev (vt. §3.1) ning seetottu véikese
timbruse ehk véikese e-i korral kehtib ligikaudne vordus f(z) ~ f(a), kui z €
(a —€,a+e).

Defineerime niiiid uue 1&hendi P; liites f(a)-le juurde funktsiooni f difer-
entsiaali punktis a. Saame

Pi(z) = f(a)+dy(a), z€(a—ca+e). (3.15)

Kasutades diferentsiaali valemit (3.10) ja vordust Az = x — a saame kirjutada
Py jargmisel kujul:

Pi(z) = f(a)+ f'(a)(x —a), z€(a—eca+e). (3.16)

Néeme, et P; on lineaarne funktsioon. Funktsiooni P; nimetatakse funktsiooni
f esimest jarku ehk lineaarseks ldhendiks punkti a imbruses.

Vordleme null- ja esimest jarku ldhendite tapsust. Selleks toome sisse jargmised
tahised nende lahendite vigade jaoks:

Ro(z) = f(xz) — f(a) — nulljirku ldhendi viga,
Ri(x) = f(x) — Pi(x) — esimest jarku lahendi viga.

Kasutades valemit (3.16) arvutame:

o B0 _ o S@) = @) = f @) )
T—a Ro(x) T—a f($) — (a)

. ) z—a f'(a)
:ig}l lff(a)w = |1- liin f(zw):i‘(a)
')

e

Seega on Ry korgemat jarku lopmatult vaike suurus Ry suhtes protsessis © — a.
Jarelikult, kui = on a-le 1dhedal, siis on esimest jarku lahend tdpsem kui nulljarku
lahend.
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3.4 Tuletiste arvutamise pohireeglid. Diferentsi-
aali omadused.

L(f+9) =f+d,
2. (fg) = flg+fd,

/ 7 !’
3. (i) — fg.;fg_

g9 9

Toestame néiteks reegli 2. Kasutades tuletise definitsiooni ja piirvaédrtuste
omadusi saame

Jim A+ Ax) — f@)g(e+ A2) + F@) ol + Ax) — ()]}
o f A — f(@)
Az—0 Az

= [(@)g(@) + f(2)g'(x) = (f'g+ fg)(x).

Sellega ongi reegel 2 toestatud.
Reeglitest 1 ja 2 jarelduvad veel 2 lihtsat valemit:

4. (Cf) = C'f+Cf =0f+Cf =Cf, C — konstant,
5. (f—9) =[f+(Dgl = f+[(-Dgl' = f+(-1g = f -4

Jargnevalt tuletame valemeid liitfunktsiooni diferentseerimiseks. Olgu y =
f(z) ja z = g(y) kaks diferentseeruvat funktsiooni ning olgu nendest moodus-
tatud liitfunktsioon z = g[f(z)]. Tuletame meelde, et funktsiooni tuletise saab
esitada soltuva muutuja ja argumendi diferentsiaalide jagatisena (valem (3.13).
Kuna funktsiooni f argument on z ja soltuv muutuja y, siis kirjutades valemi
(3.13 iiles punktis « saame f/(z) = %. Analoogiliselt toimime ka funktsiooniga
g, mille argument on y ja soltuv muutuja z. Esitame g tuletise soltuva muutuja
ja argumendi diferentsiaalide jagatisena. Saame ¢'(y) = g—;. Viimaks avaldame

g(z + Az) — g(z)
Ax

Al 9+ B0+ ()

ka liitfunktsiooni z = g[f(x)] tuletise tema argumendi on z ja sbltuva muutuja
z diferentsiaalide jagatisena. Saame {g[f(z)]}' = 4. Kasutades neid valemeid
arvutame:

Glf@)y = 2 = Ed _ e

_%_dydx_diydx

=g W) (@) = glf(@)] f'(z).
Seega oleme toestanud jargmised reeglid liitfunktsiooni tuletise jaoks:

6. & ==L ek {g[f(x)]} = gf(@) [ ().

Diferentsiaali omadused.
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1. d(u+v) = du+ dv,

wv) = vdu + udv,

(
2. d(u —v) = du — dv,
(
4. d(

Cu) = Cdu, C — konstant,
5. d(%) = vdu—udv  Jui g £ Q.

v

Need omadused jarelduvad vahetult tuletiste arvutamise pohireeglitest 1 - 5.
Naiteks tuletiste arvutamise pohireegli 2 ja diferentsiaali valemi df = f'dx
(valem (3.12)) pohjal

d(uv) = (w)'dz = (u'v+v'v)dr = vu'de +uv'dz = vdu + udv,

mis toestab omaduse 3.

3.5 Ilmutamata funktsiooni, poordfunktsiooni ja
parameetriliselt antud funktsiooni diferentseer-
imine.

Ilmutamata kujul antud funktsiooni diferentseerimine. Olgu vaatluse
all funktsioon y = f(x), mis on antud ilmutamata kujul vérrandiga F(z,y) = 0.
Funktsiooni f ilmutamiseks tuleb lahendada vorrand F(z,y) = 0 muutuja y
suhtes. Sageli on see viga raske tilesanne.

Onneks saab ilmutamata kujul antud funktsiooni diferentseerida ka nii, et
teda ei ole vaja eelnevalt ilmutada. Tuletise voib arvutada otseselt, lahtudes
funktsiooni méa#ravast vorrandist F'(x,y) = 0. Sealjuures tuleb aga arvestada
asjaolu, et koik y-it sisaldavad liikmed selles vorrandis on liitfunktsioonid, mille
sisemiseks funktsiooniks on y = f(x).

Kirjeldame naiteks vorrandiga

siny —x+cosx—y =0 (3.17)

maaratud funktsiooni y = f(x) diferentseerimise protseduuri. Vorrand (3.17)
on liiga keeruline selleks, et teda lahendada y suhtes ja seejarel arvutada y’
otseselt funktsiooni f avaldisest. Arvutame gy’ kaudselt. Selleks on kaks sisuliselt
samavadarset, kuid formaalselt pisut erinevat voimalust. Esimese ldhenemisviisi
korral asendame koigepealt vorrandis (3.17) suuruse y suurusega f(z). Saame

sin f(z) —x +cosz — f(x) = 0.

Arvutame niiid tuletise kasutades §3.1 toodud valemeid ja §3.4 esitatud liit-
funktsiooni diferentseerimise eeskirja. Saame

cos f(z) f'(x) =1 —sinz — f'(z) = 0.
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Avaldades sellest seosest f/(z) ongi meil tuletis kées:

1+sinx 1+sinx

fw) = cosf(z)—1  cosy—1 (3.18)

Teine ja lihtsam voimalus on selline, et me ei asenda vorrandis (3.17) y-it f(z)-
ga, vaid diferentseerimisel peame meeles, et y-it sisaldavad funktsioonid on liit-
funktsioonid. Arvutame:
cosyy —1—sinz—y = 0.
Avaldades siit ¢’ saame
, 1+sinz

Yy = ———>

cosy — 1

mis langeb kokku eelnevalt arvutatud tulemusega (3.18).

Uksiihese funktsiooni pd6rdfunktsiooni diferentseerimine.

Olgu tikstihese funktsiooniy = f(x) poordfunktsioon x = g(y). Siis kehtib valem
(3.19)

Téestus: Funktsiooni f argument on z ja soltuv muutuja y. Seega f'(z) = %.
Poordfunktsiooni x = ¢(y) argument on y ja soltuv muutuja . Jérelikult

g (y) = ‘é—i. Kasutades neid valemeid arvutame:

@] =) = 5 = 3 =
dx

Olemegi toestanud valemi (3.19).

Parameetriliselt antud funktsiooni diferentseerimine.
Olgu funktsioon y = f(x) antud parameetrilisel kujul vorranditega
{x = ¢(t)
y=v(t).
Siis kehtib valem

Y'(t)
) = 20 (3.20)
¢'(t)
Téestus: Funktsiooni f argument on z ja soltuv muutuja y. Seega f'(z) = %.

Funktsiooni x = ¢(t) argument on ¢ ja soltuv muutuja z. Jérelikult ¢'(t) = %.

Analoogiliselt saame funktsiooni y = 1 (¢), mille argument on ¢ ja s6ltuv muutuja
y, tuletise jaoks seose ¥’ (t) = %. Kasutades neid valemeid arvutame:
d
f(z) = & _ ar w/(t).
dv  dr (1)

See toestabki valemi (3.20).
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3.6 Keskvaartusteoreemid.

Rolle’i teoreem. Kui funktsioon f on loigul [a,b] pidev, vahemikus (a,b)
diferentseeruv ja rahuldab tingimust f(a) = f(b), siis leidub vahemikus (a,b)
vahemalt tiks punkt ¢ nii, et f'(c) = 0.

Téestus: Kuna f(x) on pidev 16igul [a,b], siis saavutab ta oma suurima ja
véhima vairtuse sellel 16igul (vt 16igul pidevate funktsioonide omadus 1 §2.11).
Olgu M suurim vaartus ja m vahim vaartus. Kui M = m, siis on funktsioon
16igul [a, b] konstantne, st koigi « € [a,b] korral f(x) = M = m. Sellisel juhul
on f(x) tuletis nullfunktsioon, st f’(x) = 0, ja teoreemi viide on tdidetud iga
¢ € (a,b) korral.

Edasi vaatleme juhtu, kui M # m. Funktsioon v6ib oma ekstremaalse (so su-
urima voi vahima) védrtuse saavutada kas 16igu [a, b] otspunktis voi vahemikus
(a,b). Oletame, et molemad ekstremaalsed vadrtused saavutatakse 16igu ot-
spunktides a ja b. Siis on iihes otspunktis f(z) vaartus M ja teises otspunktis
m. Vorratusest M # m tuleneb siis, et f(x) vaartused 16igu otspunktides
on erinevad. Kuid me eeldasime, et funktsiooni vaartused 16igu otspunktides
on vordsed (tingimus f(a) = f(b)). Jérelikult ei saa molemad ekstreemu-
mid paikneda 16igu otspunktides. Funktsioon f(z) peab vdhemalt ithe oma
ekstremaalsetest vaartustest (kas suurima vo6i vahima) saavutama vahemikus
(a,b).

Analiiiisime juhtu, kui f(z) saavutab oma suurima vaartuse vahemikus (a, b).
Olgu ¢ € (a,b) selline punkt, kus suurim vairtus saavutatakse, st f(c) = M.
Vastavalt suurima vaartuse definitsioonile kehtib iga Az korral vorratus f(c) >
f(c+ Ax). Seega iga Ax korral

fle+Az) — f(e) <0. (3.21)
Kui Az > 0, siis vorratusest (3.21) jareldub, et

fle+ Az) — f(c)
Ax

<0.

See vorratus jaab kehtima ka siis, kui me votame temast piirvaartuse protsessis
Az — 0. Jarelikult

o) = tm FEEAD) O

Az—0 Ax

<0. (3.22)

Kui Az < 0, siis vorratusest (3.21) jéreldub, et

fle+Az) — f(c)
Az

> 0.

Vottes piirvairtuse saame

>0. (3.23)



Vaorratuste (3.22) ja (3.23) pohjal f/(¢) <0 ja f'(¢) > 0. Seega f'(c¢) = 0 ning
teoreemi véide on toestatud.

Analoogiliselt saab kisitleda juhtu, funktsioon f(x) saavutab vihima vaartuse
vahemikus (a, b).

Lagrange’i teoreem. Kui funktsioon f on loigul [a, ] pidev ja vahemikus (a,b)
diferentseeruv, siis leidub vahemikus (a,b) vihemalt ks punkt ¢ nii, et

f®) = fla) = f(c)(b—a). (3.24)

Toestus: Defineerime jargmise muutujast = soltuva funktsiooni:
(xr—a). (3.25)

Arvutame:

F(a) = f(a) — f(a) — {921 (q —a) =0,

F(b) = f(b) — f(a) — LU= 4 —a) = £(b) — f(a) — [f(b) — f(a)] = 0.

Seega F'(a) = F(b). Teoreemi eelduste pohjal on F(z) pidev 1igul [a,b] ja
diferentseeruv vaheminus (a,b). Jarelikult rahuldab F(x) Rolle’i teoreemi eel-
dusi. Rolle’i teoreemi pohjal leidub vahemikus (a,b) vdhemalt iiks punkt ¢ nii,
et F’'(c) = 0. Leiame valemist (3.25) funktsiooni F'(z) tuletise:

fb) = fla)

Fl(a) = /() - 2

Seega omandab vordus F'(c) = 0 kuju f'(c) — w = 0. Siit saame f'(c) =

W. Korrutades teguriga b—a saame valemi (3.24). Teoreem on toestatud.

Lagrange’i teoreemil on lihtne geomeetriline sisu. Vaatleme joonist 3.5. Punk-
tidest (a, f(a)) ja (b, f(b)) labi tommatud l6ikaja t tous vordub suhtega W.
Viime paralleelliikkega sirge ¢t uude asendisse nii, et saadud paralleelne sirge ¢/
oleks joone y = f(x) puutuja. Téhistame puutepunkti z-koordinaadi c-ga.
Kuna funktsiooni graafiku puutuja tous vordub funktsiooni tuletisega vaadel-
davas punktis, siis sirge t' tdus on f’(c). Kuna sirged t ja t’ on paralleelsed,
f®)—f(a)
b—a

siis on nende tousud omavahel vordsed, seega = f’(c¢). Viimane on

samavéirne valemiga (3.24).
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Joonis 3.5

Cauchy teoreem. Kui funktsioonid f ja g on léigul [a,b] pidevad, vahemikus (a,b) difer-
entseeruwvad ja iga x € (a,b) korral kehtib vorratus g'(xz) # 0, siis leidub vahemikus (a,b)
vihemalt ks punkt c nii, et

f0) = f(@) _ f'(0)
g(b) —g(a)  g'(c)
Téestus: Toestus sarnaneb Lagrange’i teoreemi toestusega. Defineerime jargmise funktsiooni:

F) = f(0) - f(o) - T3 T8 600 - gta). (3.26)

Arvutame:
F(a) = f(a) = f(a) = LP=L4 (g(a) - g(a) = 0
F(b) = f(b) = f(a) = =L (9(6) — g(a)) = F(b) = F(a) = [f(b) = F(a)] = 0.

Seega F(a) = F(b). Uhtlasi on F(z) pidev 16igul [a,b] ja diferentseeruv vaheminus (a,b).
Jarelikult rahuldab F'(z) Rolle’i teoreemi eeldusi. Rolle’i teoreemi pohjal leidub vahemikus
(a,b) vahemalt iiks punkt c nii, et F/(¢) = 0. Valemist (3.26) saame funktsiooni F'(z) tuletise:

’ / f(b) f(a) ,
F =
@ =r@-L3T )
Seega f'(c) — 7f(b) f(a) g'(c) = 0. Siit jareldub, et f/(c) = 7’;?{3 g((g))g (c). Jagades suurusega

g’ (c) saame Valeml (3.26). Teoreem on toestatud.

Maérgime, et Lagrange’i teoreem on erijuht Cauchy teoreemist, kui g(z) = z.

3.7 I’Hospitali reegel.

’'Hospitali reegel on abivahend 9 o Ja =2 tiilipi méaramatusi s1saldavate piirvéartuste
arvutamisel. Sonastame ja toestame selle reegli konkreetselt Juhu jaoks.
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I’Hospitali reegel. Olgu funktsioonid f ja g diferentseeruvad punkti a mingis
dmbruses, kusjuures g'(x) # 0 iga x korral sellest imbrusest. Peale selle, olgu

Kui eksisteerib piirvdadrtus lim ﬁ, siis eksisteerib ka piirvddartus lim Lﬂ; ja
r—a

r—a g(w
kehtib valem
f(x) . (=)

lim —% = lim .
2l gla) e g(2)

(3.27)

Téestus: Valime suvalise punkti  # a teoreemi sonastuses mainitud arvu a imbrusest. Tekib
kaks voimalust:

1. £ > a. Siis Cauchy teoreemi pohjal leidub vahemikus (a,z) punkt c nii, et

f@) ~ f@) _ f'(0)

. (3.28)
9(x) —gla)  g'(c)
2. z < a. Jallegi, Cauchy teoreemi pdhjal leidub vahemikus (x,a) punkt c nii, et
_ ’
f@) = 1@ _ f'e) (5.29)

g(a) — g(z) g'(c)

Kuna eelduse kohaselt f(a) = g(a) = 0, siis nii valemist (3.28) kui (3.29) jareldub vordus

i@ _ e (5.30)
glz)  g'(c)
Kui z — a, siis ¢ — a, sest ¢ paikneb z ja a vahel. Jarelikult (3.30) pohjal
! ’
fim L&) g £ g, SO (3.31)

r—a g(a;) T—a g’(c) c—a g’(c)
"(e)

Muudame avaldise (3.31) paremal poolel asuva piirvaartuse lim g,(c) tahistust asendades seal
c—a

muutuja ¢ muutujaga x, st lim w asemel kirjutame lim w Tulemusena saame valemi
c—a 9'(c) z—a 9'(z)
’
(3.27). Eelduse kohaselt eksisteerib valemi (3.27) paremal poolel olev piirvdartus lim g ,g;
r—a
f(z)

Jarelikult eksisteerib ka vasakul pool olev piirviaartus lim 9(2) Teoreem on toestatud.
z—a 9T

Markusi.

1. DI’Hospitali reegel jaab kehtima ka siis, kui piirprotsess * — a asendada
piirprotsessiga * — —oo voi © — 00.

2. I'Hospitali reegel on rakendatav ka 22 tiiiipi médaramatuse korral. Sellisel
juhul tuleb tema eeldustes esinevad vordused f(a) = g(a) = 0 asendada
vordustega lim |f(z)| = lim |g(z)| = oo.

3. DI'Hospitali reeglit saab rakendada murrule g Ezg ainult siis, kui seal toesti

esineb méadramatus % voi 2. Kui funktsioon ch Ei; on punktis @ mairatud,

siis 'Hospitali reeglit kasutada ei saa.
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3.8 Korgemat jarku tuletised ja diferentsiaalid.

Korgemat jarku tuletised. Olgu funktsioon y = f(z) diferentseeruv hulgas
D. Siis on tema tuletis f’ hulgas D maaratud funktsioon. Oletame, et f’ on
samuti diferentseeruv hulgas D. Siis saame me arvutada funktsiooni f’ tuletise
ehk funktsiooni f teise tuletise, mida tahistatakse f”. Seda protseduuri voib
jatkata. Funktsiooni f teise tuletise diferentseerimisel saame selle funktsiooni
kolmanda tuletise f”’ jne.

Funktsiooni y = f(z) n-jirku tuletiseks nimetatakse selle funktsiooni n — 1
- jarku tuletise tuletist ja tahistatakse f(™). n-jarku tuletist omavat funktsiooni
nimetatakse n-korda diferentseeruvaks.

Kui funktsioonil on olemas koik tuletised f(™, kus n = 1,2,3,..., siis
nimetatakse seda funktsiooni lopmata arv kordi diferentseeruvaks.

Neljandat ja korgemat jarku tuletisi voib tahistada ka rooma numbritega.
Niiteks f/V on neljandat jirku tuletis, f¥/! on seitsmendat jirku tuletis jne.

Kui funktsioon on esitatud kujul y = y(z), st funktsiooni ja s6ltuva muutuja
jaoks kasutatakse samu tahiseid, siis tuletisi méarkivad tilaindeksid liidetakse
soltuva muutujaga y. Naiteks, esimene tuletis on 7/, teine tuletis y”, n-jarku
tuletis (™ jne.

Korgemat jiarku diferentsiaalid. §3.3 tuletasime valemi dy(a) = f’(a)dx
funktsiooni y = f(z) diferentsiaali jaoks. Vaatleme seda valemit punktis z:

dy(z) = f'(x)dx. (3.32)

Diferentsiaal on muutujast x soltuv reaalarvuline suurus, seega argumendi x
funktsioon. Jarelikult voib diferentsiaalist, kui ta on piisavalt heade omadustega,
uuesti diferentsiaali arvutada. Niiviisi saame me funktsiooni f teist jarku difer-
entsiaali. Seda tihistatakse dy.

Tuletame valemi teist jarku diferentsiaali jaoks. Kasutades vordust (3.32)
arvutame:

Py(z) = didy(e)] = dif (2)da] = dIf'(@)|de = [ o))/ dodz = f"(z)ds.
Seega
d*y(x) = f"(x)dz?. (3.33)

Vottes teist jarku diferentsiaalist diferentsiaali saame kolmandat jarku difer-
entsiaali dy. Kasutades juba tuletatud valemeid (3.32) ja (3.33) arvutame:

d*y(z) = dld*y(z)] = d[f"(x)d’]
= d[f"(z)]d2* = [f"(x)]'dxda® = ["(x)dz’.

Jarelikult
Py(x) = f"(x)dx®.
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Seda protseduuri voib jatkata.
Funktsiooni y = f(z) n-jarku diferentsiaaliks nimetatakse selle funktsiooni
n — 1 - jarku diferentsiaali diferentsiaali ja tahistatakse. dy. Kehtib valem

d"y(z) = O (x)da™ .

Lopuks margime, et jagades selle vorduse molemaid pooli suurusega dx™ saame
me jargmise seose n-jarku tuletise jaoks:

"y _ )
Ty~ ).

3.9 Taylori ja McLaurini valemid.

Taylori poliinoom.
§3.3 kasitlesime moisteid funktsiooni null- ja esimest jarku lahend. Kéaesolevas
paragrahvis jatkame taoliste ldhendite kéasitlemist korgemal tasemel. Nimelt
vaatleme me funktsiooni n-jarku ldhendit, mida nimetatakse selle funktsiooni
Taylori poliinoomiks.

Koigepealt teeme moned olulised taiendavad méarkused null- ja esimest jarku
lahendi kohta. Kui funktsiooni f kohta on teada tema vairtus kohal a, st f(a),
siis saame seda funktsiooni arvu a timbruses lahendada konstantse (nulljarku)
lahendiga f(a). Kui funktsiooni f kohta on rohkem informatsiooni, nimelt
lisaks f(a) on teada ka f’(a), siis saab seda funktsiooni punkti a {imbruses
lahendada juba esimest jarku ldhendiga Pi(z) = f(a) + f/'(a)(z — a) (valem
(3.16)). Vaatame kuidas on esimest jarku ldhendi ja tema tuletise vaartused
punktis a seotud etteantud suurustega f(a) ja f'(a). Kui Pi(x) valemis panna
muutuja z vorduma a-ga, siis saame vorduse Pi(a) = f(a). Diferentseerides
funktsiooni P;(z) tuletame seose Pj(x) = f’(a), millest jareldub, et Pj(a) =
f'(a). Kokkuvottes saame jargmised vordused:

Pi(a) = f(a), Pi(a)=f'(a). (3.34)

Seega on P, lineaarne funktsioon ehk esimese astme poliinoom, mis koos oma
esimest jarku tuletisega langeb punktis a kokku funktsiooniga f.

Arutleme niiid tldisemalt. Eeldame, et f on ldpmata arv kordi difer-
entseeruv punkti a¢ mingis timbruses. Oletame, et selle funktsiooni kohta on
teada tema viidrtus ja tuletised kuni jarguni n punktis a, st f(a), f'(a),..., f(a).
Piistitame jargmise iilesande: leida n-astme poliinoom P,,, mis koos oma tuletis-
tega kuni jarguni n langeb punktis a kokku funktsiooniga f, st rahuldab tingimusi

Py(a) = f(a), Pp(a)=f'(a), ..., P{"(a) = f")(a). (3.35)
Otsime meid huvitavat poliinoomi jargmisel kujul:

P.(z) = Co+Ci(z—a)+Ca(z—a)?®+ Cs(x —a)?
+Cy(x —a)* +...+ Cp(z —a)", (3.36)
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kus Cy,C4,...,C, on konstantsed kordajad. Nende kordajate mé&aramiseks
arvutame koigepealt P, tuletised kuni jarguni n:

P/(z) = 101 +2Cy(z —a) + 3Cs(x — a)® 4+ 4C4(x — a)®
+.. 4+ nCp(z—a)" !,

P'(x) = 2-103+3-2C3(x —a) +4-3Cy(x — a)?
+... 4+ nn—1)Ch(z —a)"2,

P'(z) = 3-2-1C5+4-3-2C4(z —a)
+...4+nn—1)(n—-2)Ch(z —a)" 3,

Pannes neis avaldistes ja valemis (3.36) muutuja x vérduma a-ga saame

Pn(a):Cg, PT'L(a)zl'Cl, P;L/(a):2!02,

P"(a)=3!Cs, ..., P{"(a) =n!C,.
Stimbol n! tdhistab arvu n faktoriaali: n! = 1-2....-n. Kasutades tingimusi
(3.35) tuletame jargmised valemid kordajate Cy, Cy, ..., C, jaoks:
f'(a) f"(a)
Co=f(a), Cr= o Cr = or
" (n)
ngf (a)’ ey Cn:f (a).
3! n!
Seega saame valemi (3.36) kirjutada jargmisel kujul:
!/ 1
Pae) = f@+ 100+ T a2
" (n)
+f 3$a) (x—a)®+... + / n'(a) (x—a)". (3.37)

Poliinoomi P, nimetatakse funktsiooni f Taylori poliinoomiks ehk n-jarku lihendiks
punkti a iimbruses.

Taylori valem ja selle jaakliige.
Funktsiooni f(x) erinevust oma Taylori polinoomist iseloomustab jargmine su-
urus:

R, (z) = f(z) — Py(x). (3.38)

Pistitame eesmérgiks avaldada R, (x) funktsiooni f(x) kaudu ja hinnata teda.
Selleks kirjutame R, (z) iiles jirgmiselt:

R, (z) = (fﬁ))! (z —a)" Y| (3.39)
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kus Q(z) on uus tundmatu funktsioon. Alljargnevalt tegeleme funktsiooni Q(x)
avaldamisega.

Valemist (3.38) saame f(z) = P,(z) + R,(x) ning seoseid (3.37) ja (3.39)
arvestades

fl@) = fla)+ @(m —a)+ w(x —a)? (3.40)
"(a ") (a x
+f3§)(:va)3+...+fn!()(:ca)”+(r?j_1))'(x a)"tt.
Defineerime jargmise muutujast ¢ soltuva abifunktsiooni:
Fo) = 5@ - - Ty L0 gy (3.41)
[ (@) F(t) n Q) 1
T (x—t)3—... — oy (x—1t) 7<n+1)!(x7t)+.

Suurus z esineb funktsiooni F(t) valemis konstandina. Arvutame funktsiooni
i 77 i . i1
F(t) tuletise. Markides, et [7%@ - t)l] = %z(x —t)iml — %(x -

t)t, saame
Pa) = —ro+ -0 e Elae oy L0 iy
! /;!(t) 3(z —1)% - fl;(t) (—1)°+ (3.42)
T %n(m — gl W(x — )" 4 (ffl))! (n+1)(z — t)"
Kuna j; = ¢y saame
ray = 0+ ro-L06 s D0y 0y
+f /;!(t) (@ — 1) — *(x — P4 (3.43)
- (J;(n)(f;!(x —ypt L gy G0,

Nieme, et F’(t) avaldises koonduvad liidetavad paarikaupa véalja. Jarele jadvad
vaid 2 viimast liidetavat. Seega

(n+1)
P = -1 - ® ey 4

Q(z)

n!

(z —t)". (3.44)

Arvutame funktsiooni F' vdartused punktides z ja a. Andes valemis (3.41)
muutujale ¢ vadrtuse x saame F(x) = 0. Jargmiseks anname selles valemis
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muutujale ¢ vaartuse a:

Fl@) = £ - fa) - L0 o) - Lo a2 (3.45)
£"(a) @, Q@
— 3 (x—a)*—... — py (x —a) ,m(x,a)Jr_

Asendades siin liidetava f(x) valemi (3.40) pohjal saame F(a) = 0. Kuna
F(xz) = F(a) = 0, siis Rolle’i teoreemi pohjal leidub punktide z ja a vahel
punkt ¢ nii, et F'(c¢) = 0.

Téapsemalt: kui z < a, siis on funktsiooni F'(t) jaoks Rolle’i teoreemi eeldused taidetud 16igul
[z, a], seega leidub vahemikus (z, a) punkt ¢ nii, et F’(c) = 0; kui aga = > a, siis on funktsiooni
F'(t) jaoks Rolle’i teoreemi eeldused taidetud 16igul [a, z], seega leidub vahemikus (a, z) punkt
c nii, et F'(c) = 0.

Arvestades vordust F'(c) = 0 saame valemist (3.44)

Fr(e)

n!

(x—c)"—l—w(a:—c)":O.

n!

Siit tuleneb meid huvitava funktsiooni ) jaoks jargmine valem:
Q(z) = f(e).

Asendame Q(z) selle valemi pohjal avaldistesse (3.39) ja (3.40). Saame

Ry (z) = m(% —a) )| (3.46)
f@ = s+ 00 IO ey D gy
Po(a)
Mw —a)"tt. (3.47)
R, (2)

Valem (3.47) on funktsiooni f(z) Taylori valemi punktis a. Taylori valemi
peaosa on Taylori poliinoom P, (z). Suurus R, (x) on Taylori valemi jddkliige.
Jaakliikmes esinev arv ¢ paikneb x ja a vahel.

Kui f on lopmata arv kordi diferentseeruv ja x paikneb arvule a piisavalt
ldhedal, siis n suurenedes Taylori valemi jaakliige laheneb nullile, millest jareldub,
et lim P,(z) = f(x).

n—oo
Esitame selle véite toestuse vaid lihtsal erijuhul. Eeldame, et funktsioon f koos oma koigi
tuletistega on tokestatud iihe ja sama konstandiga arvu a timbruses (a —1,a+1), st leidub arv
M nii, et iga x € (a—1,a+1) jan € N korral | f(") (z)| < M. Peale selle, kui z € (a—1,a+1),
siis |# —al < 1ja|(z—a)? = |z —a|™ < 1™ = 1. Jarelikult [f(")(c)(z — a)?| < M iga
z € (a—1,a+1) jan € N korral. Seetdttu on suurus f(")(c)(z — a)” tdkestatud protsessis
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n — o00. Seevastu on suurus m 16pmatult viike protsessis n — oco. Kuna lopmatult
vaikese ja tokestatud suuruse korrutis on l6pmatult vaike (vt §2.6), siis

nlem Rn(x) = nlew ™ (a)(z — a)"% =0
iga z € (a —1,a + 1) korral ehk nleoo P (z) = f(x) iga € (a — 1,a + 1) korral.
Taylori valem langeb n = 1 korral kokku funktsiooni muudu valemiga (3.9),
mille me tuletasime diferentsiaali késitlevas paragrahvis §3.3. Veendume selles.
Taylori valem n = 1 korral on f(z) = f(a) + f'(a)(x — a) + Ri(x), kus Ry(z) =
#(x — a)?. Asendades siin Ay = f(z) — f(a) ja Az =  — a saame vorduse

Ay = f'(a)Az + Ry ().

Tegemist on funktsiooni muudu valemiga (3.9), mille peaosa on f(z) diferentsi-
aal kohal a, st f'(a)Az. Valemi (3.9) jaakliige a(Ax)Az langeb kokku Taylori
valemi jaaklitkmega, st a(Ax)Ax = Ry(z) = @Am{ kus ¢ on mingi punkt z
ja a vahel.

McLaurini valem.

Erijuhul a = 0 nimetatakse Taylori valemit (poliinoomi) ka McLaurini valemiks
(poliinoomiks). Seega on McLaurini valem jargmine:

(n+1)
n f (C) ,CC”+1

@) = @+ 10 O SO

1 2l ' IR O I
—_————
P (@) R (o)

kus ¢ on mingi arv z ja 0 vahel.
Mboned naited McLaurini poliinoomide kohta:

R C o R o U R

3 5 7 2n—1
. ~ x x x n—1_x
siny ~ -5+ 5 - FH 4.+ (1) G
2 4 6 2n
~ T T T n_x
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Peatukk 4

Tuletise rakendused
funktsiooni uurimisel

4.1 Funktsiooni kasvamine ja kahanemine.

Olgu funktsioon f diferentseeruv vahemikus (a,b). Siis kehtivad jargmised vdited:
1. Kui f'(x) > 0 iga x € (a,b) korral, siis f on kasvav vahemikus (a,b).
2. Kui f'(z) <0 iga x € (a,b) korral, siis f on kahanev vahemikus (a,b).

Toestus: Toestame viite 1. Olgu f'(z) > 0 iga = € (a,b) korral. Valime
vahemikus (a, b) kaks suvalist punkti 1 ja x5 nii et 1 < 5. Kui meil dnnestub
ndidata, et kehtib vorratus f(z1) < f(x2), siis on f kasvav vahemikus (a,b)
ning véide 1 on toestatud.

Lagrange’i teoreemi pohjal leidub vahemikus (21, x2) vihemalt iiks punkt ¢
nii, et kehtib vordus

flx2) = f(z1) = f(c)(w2 — x1). (4.1)

Selle vorduse paremal poolel olev tuletis f/(¢) on nullist suurem, kuna me eel-
dasime f’(x) positiivsust vahemikus (a,b). Nullist suurem on ka vahe x5 — 21,
kuna me valisime punktid z; ja xo selliselt, et 1 < x5. Seega on valemi (4.1)
parem pool nullist suurem. Saame f(z2)— f(z1) > 0. Sellest jareldubki soovitud
vorratus f(z1) < f(x2).

Viide 2 toestatakse analoogiliselt.

4.2 Funktsiooni lokaalsed ekstreemumid.

Lokaalse ekstreemumi moiste.

Oeldakse, et funktsioonil f on punktis q lokaalne maksimum, kui
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1. funktsioon f on méa#ratud punkti x; mingis imbruses (x; — €, 21 + €);

2. iga x € (x1 — €,x1 + €),x # 21 korral kehtib vorratus f(z) < f(x1).
Oecldakse, et funktsioonil f on punktis 21 lokaalne miinimum, kui

1. funktsioon f on méadratud punkti x; mingis imbruses (x; — €, 1 + €);

2. iga x € (x1 — €, 21 + €),x # x1 korral kehtib vorratus f(z) > f(x1).

Piltlikult véljendudes on lokaalne maksimum funktsiooni graafiku ”tipp”.
Lébides maksimumi vasakult paremale asendub funktsiooni kasvamine kahane-
misega. Lokaalne maksimum on funktsiooni graafiku ”org”. Labides seda punkti
vasakult paremale asendub funktsiooni kahanemine kasvamisega.

Funktsiooni lokaalseid maksimume ja miinimume nimetatakse selle funkt-
siooni lokaalseteks ekstreemumiteks.

Olgu funktsioonil f punktis z; lokaalne ekstreemum. Sellisel juhul ei saa
kehtida vorratus f/(z1) > 0. Tdepoolest, kui kehtiks vorratus f’(zq1) > 0, siis
84.1 vaite 1 pohjal f kasvaks punkti x; imbruses. See ei saa aga nii olla, sest
ekstreemumpunktis kasvamine vaheldub kahanemisega. Samal pohjusel ei saa
kehtida ka vorratus f/(z1) < 0, sest sellisel juhul §4.1 véite 2 pohjal f kahaneks
punkti x; iimbruses, mis oleks vastuolus sellega, et punktis x; on ekstreemum.
Jadvad {iile vaid kaks voimalust: kas 1) f'(xz1) = 0 véi 2) 16plik tuletis f/(x1)
puudub. Juht 2) tdhedab sisuliselt seda, et f ei ole diferentseeruv punktis zy
ning sisaldab kahte alamjuhtu: kas f/(z1) = oo voi f’(x1) puudub {ildse.

Funktsiooni argumendi vaartusi, mille korral tuletis vordub nulliga voi loplik
tuletis puudub, nimetatakse selle funktsiooni kriitilisteks punktideks (tdpsemini:
esimest jarku kriitilisteks punktideks).

Tehtud arutluse tulemusena saame formuleerida jargmise viite:

Lokaalse ekstreemumi tarvilik tingimus. Kui funktsioonil f on punktis x1
lokaalne ekstreemum, siis on x1 selle funktsiooni kriitiline punkt.

Vastupidine véide kehti. Funktsioonil voib olla selliseid kriitilisi punkte, kus
ekstreemumeid ei ole. Niiteks funktsioonil y = 2% on kriitiline punkt z = 0
(seal ¥/ = 0). Samas aga see funktsioon kasvab kogu arvteljel, kaasa arvatud
punkti z = 0 iimbrus. Seega ei ole funktsioonil y = 2* punktis x = 0 lokaalset
ekstreemumit.

Tekib loomulik kiisimus: millised on piisavad tingimused, mille rahuldamise
korral on kriitilises punktis lokaalne ekstreemum? V&ib arutleda nii: Lokaalsed
ekstreemumid on punktid, kus funktsiooni kasvamine asendub kahanemisega
voi vastupidi. Seega lokaalses ekstreemumis tuletis vahetab méarki. Kui tuletis
on positiivne enne ekstreemumit ja negatiivne peale ekstreemumit, siis kas-
vamine asendub kahanemisega ning vaadeldav punkt on maksimumpunkt. Kui
aga tuletis on negatiivne enne ekstreemumit ja positiivne peale ekstreemumit,
siis kahanemine asendub kasvamisega ning vaadeldav punkt on miinimimpunkt.
Seega voime sonastada jargmise vaite:

Lokaalse ekstreemumi piisav tingimus I. Olgu x, funktsiooni f kriitiline
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punkt. Kui ldbides punkti x1 vasakult paremale funktsiooni tuletise mark muu-
tub plussist mitnuseks, siis on funktsioonil selles punktis lokaalne maksimum.
Kui aga labides punkti x1 vasakult paremale funktsiooni tuletise mark muutub
miinusest plussiks, siis on funktsioonil selles punktis lokaalne miinimum.

Kui funktsioonil eksisteerib teist jarku tuletis, siis saab lokaalsete ekstree-
mumite olemasolu kontrollida ka selle abil. Nimelt maksimumpunkti ldbides
vasakult paremale funktsiooni graafiku puutuja tous vdheneb. See tédhendab,
et funktsiooni tuletis kahaneb. Funktsiooni tuletis kahaneb aga juhul, kui teine
tuletis on negatiivne. Seevastu miinimupunkti ldbides puutuja tous suureneb,
seega tuletis kasvab. Tuletis kasvab aga juhul, kui teine tuletis on positiivne.
Jarelikult kehtib jargmine vaide:

Lokaalse ekstreemumi piisav tingimus II. Olgu f'(z1) = 0. Kui f"(z1) <
0, siis on funktsioonil f punktis x1 lokaalne maksimum. Kui aga f"(x1) > 0,
siis on funktsioonil f punktis x1 lokaalne miinimum.

4.3 Funktsiooni suurima ja vahima vaartuse lei-
dmine loigul.

Loigul [a,b] pidev funktsioon f saavutab sellel 16igul oma suurima ja vdhima
védrtuse (vt §2.11 omadus 1). Kui suurim (vdhim) vddrtus saavutatakse va-
hemiku (a,b) punktis, siis samas punktis omab funktsioon ka lokaalset mak-
simumi (miinimumi), seega on see punkt iihtlasi funktsiooni kriitiline punkt.
Peale selle voib funktsioon saavutada suurima voi vdhima vaartuse ka 16igu
otspunktis a voi b. Seega tuleb lisaks kriitilistele punktidele kontrollida funkt-
siooni vairtusi ka loigu otspunktides.

Kokkuvottes: funktsiooni f suurima (véhima) védrtuse leidmiseks 16igul
[a, b] tuleb

1. leida funktsiooni kriitilised punktid vahemikus (a,b),
2. arvutada f(a) ja f(b),

3. saadud arvudest valida suurim (v&him).

4.4 Joone kumerus, nogusus ja kaanupunktid.

Joone kumerus ja nogusus. Vaatleme joont vorrandiga y = f(z) ehk funk-
tsiooni y = f(z) graafikut tasandil zy-teljestikus. Eeldame, et funktsioon f on
koikjal diferentseeruv. Viimane on vajalik selleks, et joonel y = f(z) oleks igas
punktis puutuja.

Oeldakse, et joon y = f(x) on ndgus, kui liikkudes vasakult paremale selle
joone puutuja tous suureneb. ”Oeldakse, et joon y = f(x) on kumer, kui liikudes
vasakult paremale selle joone puutuja tous vaheneb.
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Kui puutuja tous suureneb, siis joon muutub jirsemaks. Seega nogus joon
kaardub iilespoole. Seevastu puutuja tousu vahenedes muutub joon laugjamaks.
Seega kumer joon kaardub allapoole.

Kuna joone y = f(z) puutuja tous punktis (z, f(x)) vordub funktsiooni f
tuletisega, siis voime viita, et seal, kus f’ kasvab, on joon y = f(z) ndgus ja
seal, kus f’ kahaneb, on joon y = f(z) kumer. Rakendame niiiid §4.1 toestatud
véiteid funktsioonile f’(x). Saame jargmised laused:

1. Kui f”(x) > 0 iga x € (a,b) korral, siis on f’ kasvav vahemikus (a, ).
2. Kui f"(z) < 0 iga z € (a,b) korral, siis on f’ kahanev vahemikus (a, b).
Nende lausete pohjal saame sonastada jargmised véited:

1. Kui f"(z) > 0 iga © € (a,b) korral, siis on joon y = f(x) négus vahemikus
(a,b).

2. Kui f"(z) <0 iga x € (a,b) korral, siis on joon y = f(x) kumer vahemikus

(a,b).

Joone kadnupunktid. Punkti, mis eraldab pideva joone kumerat osa nogusast,
nimetatakse selle joone kdanupunktiks.

Olgu punkt P = (a1, f(21)) joone y = f(z) kddnupunkt. Sellisel juhul ei saa
kehtida vorratus f”(x1) > 0. Toepoolest, kui kehtiks f(x1) > 0, siis tilaltoodud
véite 1 pohjal oleks joon y = f(x) ndgus argumendi vairtuse x1 imbruses. See
el saa aga nii olla, sest vastavalt kddnupunkti definitsioonile asendub nogusus
kumerusega, kui argument z 14bib kd&nupunkti P ordinaati ;. Samal pohjusel
ei saa kehtida ka vorratus f”(zq1) < 0, sest sellisel juhul jarelduks iilaltoodud
véitest 2, et y = f(x) oleks kumer argumendi z; {imbruses, mis oleks samuti
vastuolus sellega, et © = x; korral asendub nogusus kumerusega. Jéavad iile
vaid kaks voimalust: kas 1) f”(x1) = 0 voi 2) 16plik teist jarku tuletis f”(xq)
puudub.

Funktsiooni argumendi vaartusi, mille korral teist jarku tuletis vordub nul-
liga voi loplik teist jarku tuletis puudub, nimetatakse selle funktsiooni teist jarku
kriitilisteks punktideks.

Tehtud arutluse tulemusena saame formuleerida jargmise véite:

K&aadnupunkti tarvilik tingimus. Kui P = (21, f(x1)) on joone y = f(x)
kdanupunkt, siis x1 on funktsiooni f teist jarku kriitiline punkt.

Vastupidine véide kehti. funktsioonil vo6ib olla ka selliseid teist jarku kriitil-
isi punkte, kus kadnupunkti ei ole. Naiteks funktsioonil y = 2* on teist jirku
kriitiline punkt z = 0 (seal y”’ = 0). Samas aga selle funktsiooni esimest jarku
tuletis 3/ = 4x> kasvab kogu arvteljel, kaasa arvatud punkti 2 = 0 {imbrus.
Seega on joon y = x* kdikjal ndgus. Seega ei saa P = (0,0) olla joone y = z*
k&anupunkt. Lihtne on kontrollida, kasutades §4.2 toodud lokaalse ekstreemumi
piisavaid tingimusi, et punktis = 0 on sellel funktsioonil hoopis lokaalne mi-
inimum.

Piistitame kiisimuse: millistel piisavatel tingimustel on teist jarku kriitilises
punktis funktsiooni graafikul kaanupunkt? Oletame, et f”(z) on suurem nullist
punktist x1-st vasakul ja vaiksem nullist punktist x; paremal. Siis tilaltoodud
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véidete 1 ja 2 pohjal on joon y = f(x) ndgus punktist z; vasakul ja kumer punk-
tist x; paremal. Seega x; korral nogusus asendub kumerusega, mis tdhendab
et P = (z1, f(x1)) on kdidnupunkt. Analoogiliselt arutleme juhul, kui f”(x) on
vaiksem nullist punktist xi-st vasakul ja suurem nullist punktist z; paremal.
Siis on joon y = f(x) kumer punktist x; vasakul ja négus punktist z; paremal.
Punktis P = (21, f(z1)) asendub kumerus négususega, seega on P = (21, f(x1))
kdanupunkt. Saame jargmise vaite:

Kaanupunkti piisav tingimus. Olgu x; funktsiooni f teist jarku kriitiline
punkt. Kui labides seda punkti funktsiooni teine tuletis muudab mdrki, siis on
P = (z1, f(x1)) joone y = f(x) kidnupunkt.

4.5 Joone asiimptoodid.

Asiimptoodi moiste. Vaatleme tasandil zy - teljestikus joont y = f(z). Sirget
I nimetatakse joone y = f(x) asimptoodiks, kui joone y = f(x) jooksva punkti
eemaldumisel 16pmatusse selle punkti kaugus sirgest [ 1aheneb nullile.

Punkt eemaldub 16pmatusse, kui selle punkti kaugus koordinaatide algus-
punktist kasvab piiramatult.

Joonel y = f(z) voib olla kahte liiki astimptoote:

1. Vertikaalasimptoodid. Need on y-teljega paralleelsed sirged. Asiimptoodi
vorrand on = a. Sirge x = a on joone y = f(x) asiimptoodiks siis ja
ainult siis, kui kehtib véhemalt ks jargmistest piirvaartustest:

lim f(r)=—-occ, lim f(z)= o0,
lim+ flx) =—0c0 voi lirn+ f(z) =o00.

2. Kaldastiimptoodid. Need on sirged, mis ei ole paralleelsed y-teljega. Astimptoodi
vorrand on y = kx+b, kus k on asiimptoodi tous. Kaldastimptoodi erijuht
on horisontaalasimptoot, mis on paralleelne z-teljega. Tous k on sellisel
juhul vordne nulliga, st astimptoodi vorrand on y = b.

Tuletame valemid kaldastimptoodi vorrandis y = kx + b esinevate
kordajate k ja b jaoks. Vaatleme konkreetselt juhtu, kui sirge y = kx + b
on joone y = f(x) aslimptoodiks protsessis & — oco. Selline olukord on
kujutatud joonisel 4.1.

Kui 2 — oo, siis eemaldub punkt M = (z, f(x)) 16pmatusse mooda
joont y = f(x). Kuna y = kz + b on joone y = f(z) astimptoot, siis
punkti M kaugus sirgest y = kx + b laheneb nullile. Té&histame punkti
M ristprojektsiooni sirgel y = kx + b tdhega P. Kuna punkti M kaugus
sirgest y = kx + b vordub loigu M P pikkusega |M P|, saame

lim |MP|=0. (4.2)

r— 00
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Joonis 4.1

Uhtlasi néeme jooniselt, et [MN| = Lﬁii‘ , kus a on astimptoodi tousunurk.

Kuna « jaab muutumatuks protsessis x — oo, siis (4.2) pohjal

MP 1
lim [MN| = lim IMP|_ lim [MP| = 0. (4.3)
Tr— 00 r—o0 COS (¥ COS(x rT— o0

Edasi paneme téhele, et |M N| vordub funktsioonide f(z) ja kx+b vaartuste
vahega, st
|[MN| = f(z) — kx —b.

Seega vorduse (4.3) pohjal

lim [f(zx) —kz —b] = 0. (4.4)

r—00

Tuues x sulgude ette saame

limx-[f(x)—k—b} =0.

Tr— 00 €T €T

Selles valemis oleva korrutise x - [%r) —k— g} esimene tegur x ldheneb

Iopmatusele, kuid korrutis ise laheneb nullile. Jarelikult peab teine tegur
lahenema nullile, st

lim {f(”“")—k—b] =0.

r—00 x X
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Selles avaldises g — 0, kui x — 0o. Seega

lim [f(:c)_k} =0 ehk lim M—kzo

T—00 €T r—o0 I

ehk
k= tim 28 (4.5)
Tr—00 X
Vordusest (4.4) saame veel
b= lim [f(z) — kx]. (4.6)

Kokkuvottes oleme toestanud jargmise véite:

Kuiy = kx + b on joone y = f(x) astimptoot protsessis x — oo, siis k ja
b avalduvad valemitega (4.5) ja (4.6).

Analoogiline vaide kehtib ka piirprotsessi  — —oo korral:

Kuiy = kx +b on joone y = f(x) asimptoot protsessis x — —oo, siis

k= lim f) b= lim [f(z)— kz].

r——00 I r——00

4.6 Funktsiooni uurimise ja graafiku konstrueer-
imise uldine plaan.
Funktsiooni uurimine tdhendab leida selle funktsiooni
1. méaaramispiirkond,
2. funktsiooni kasvamis- ja kahanemisvahemikud ning lokaalsed ekstreemumid,
3. funktsiooni graafiku négusus- ja kumerusvahemikud ning kdanupunktid,

4. graafiku astimptoodid.

Uurimisel saadud informatsiooni pohjal on voimalik skitseerida funktsiooni ligikaudne

graafik. Graafiku joonestamiseks on sageli otstarbekas arvutada veel funktsiooni
vaartusi erinevates punktides.

Kui uuritav funktsioon on paarisfunktsioon voi paaritu funktsioon, siis pi-
isab, kui uurida seda funktsiooni vaid positiivsete argumendi vaartuste korral
ja skitseerida graafik poolteljel z > 0. Graafiku saame jatkata poolteljele x < 0
peegeldamise teel.
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Peatukk 5

Integraalid

5.1 Algfunktsioon ja maaramata integraal.

Algfunktsiooni méiste. Funktsiooni F' nimetatakse funktsiooni f algfunkt-
siooniks hulgas D, kui iga x € D korral kehtib vordus F'(z) = f(z).

Paneme téhele seadusparasust: Kui F' on f algfunktsioon, siis suvaline
teine funktsioon kujul '+ C, kus C' on konstant, on samuti f algfunktsioon.
Toepoolest, kui F'(z) = f(x), siis

[F(z)+C) = F'(z)+C" = F'(z) = f(x).

Teisest kiiljest, kui F' ja G on f algfunktsioonid, siis saavad nad teineteisest
erineda vaid liidetava konstandi vorra. Kontrollime ka seda vaidet. Kui F'(x) =

f(@) ja G'(x) = f(x), siis
(F = G)(z) = Fl(x) = G'(z) = f(z) - f(x) = 0.

Nulltuletist omab aga ainult konstantne funktsioon. Seega F' — G = C, kus C
on konstant. Seda oligi vaja nididata. Nende arutluste tulemusena saame véita,
et kui F' on f algfunktsioon, siis koik f algfunktsioonid avalduvad kujul F' + C,
kus C' on konstant.

Maisaramata integraali moiste. Funktsiooni f algfunktsioonide tildavaldist

F(z)4 C, kus C on konstant, nimetatakse funktsiooni f mdadramata integraaliks
ja téhistatakse [ f(z)dz. Seega definitsiooni kohaselt

/f(x)dx = F(z)+C, C — konstant. (5.1)

Funktsiooni f algfunktsiooni leidmist nimetatakse integreerimiseks.
Avaldisest (5.1) ndhtub, et midramata integraal ei ole ithene funktsioon.
Iga x korral on tal lopmata palju erinevaid vaartusi, mis soltuvad valitud kon-

standist C. Teisest kiiljest voib maaramata integraali tolgendada kui iiheste
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funktsioonide parve y = F(z) + C, kus konstandi C igale véartusele vastab
itks iihene funktsioon. Kujutades seda funktsioonideparve graafiliselt tasandil
zy-koordinaadistikus saame joonteparve, mille jooned on iiksteisest tuletatavad
y-telje sihilise paralleelliikke abil.

5.2 Integraalide tabel. Maaramata integraali omadused.

Integraalide tabel.

1. [de =a2+4+C
kuna (x +C) = 1.

2. [z*dz = ”f;:ll +C, kus a# —1,
!/
kuna (JZ-: +C’) =(a+1)57 =2

3. [ = Inz|+C.

Toestame valemi 3. Selleks peame néitama et (In |z + C) = 1.

Kui z > 0 siis (In|z| + C)' = (Inz + C)' = 1.
Kui z < 0 siis (In|z| + C)' = [In(—z) + C) = (1)L =1

—T xT
Kui x = 0 siis ei ole In |z| mé&ratud. Oleme téestanud valemi 3 kehtivuse koikide
z € R\ {0} korral.

4. [a*de = &~ +C,kus a>0,a#1,

Ina
/

w
= la—lna = a”.
na

kuna (% + C)
Erijubt: [e"dz = e* + C.
5. [sinzdx = —cosz + C.

6. [cosazdx = sinz + C.

7. dz_ — tang + C.

cos2 x
de  _
8. sz cotx + C
de _ _ 1 T
9. [ = parctan +C.

Erijuht: f% = arctanz + C.

10. f\/% = arcsin § + C.

Erijuht: f\/ldf7 = arcsinz + C.
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Hiiperboolsete trigonomeetriliste funktsioonidega seotud integraalid.

11. [sinhzdx = coshz +C

12. [coshzdz = sinhz +C

13. [ co:hzZz = tanhz +C
14. fsini“%w = —cothaz + C
1 z i
' zartanh £ +C  kui |z| <k
15. jkzdizz:ﬁln‘ﬁﬂ +C =147 . - (k>0)
—a -z zarcoth £ +C  kui |z| >k
16. [ 72— = In(2+Va?+#2) +C = arsinh § +C
2 +k2
arcosh £ 4 C kui z >k

(k>0)

2 —k2

17. [ dx =1 /12 — k2 =
7 j n’m+ r ’+C {—arcosh(—i)-l—C kui z < —k

Valemite 4 - 17 kontrollimiseks piisab kui arvutada nende paremate poolte tule-
tised kasutades pohiliste elementaarfunktsioonide tuletiste tabelit §3.1 ja liit-
funktsiooni tuletise arvutamise eeskirja §3.4 ning vorrelda saadud tulemusi in-
tegraalialuste funktsioonidega.

Maaramata integraali omadused.

L [lf (@) +g(@)dz = [f(x)dx+ [g(x)dz.
2. [af(z)dz = a [f(z)dz, kus a on konstant.
3. Kui [f(z)dz = F(z)+ C jaa, b on konstandid siis

/f(aac—i—b)dm = éF(ax—l—b)—i—C’.

Toestame omaduse 3. Selleks me peame nditama, et [1F(az+b)+C] =

f(az+d). Kasutades liitfunktsiooni diferentseerimise eeskirja ja vordust F’(x) =
f(x) saame seose

[iF(am—!—b)—kC}/ = 2[F(az—|—b)]’ — éaF’(aa:—&—b) = f(ax +b),

mida oligi tarvis toestada.

5.3 Asendusvote ja ositi integreerimine maaramata
integraali avaldamisel.

Asendusvote. Vaatleme méadramata integraali

/f(:v)dx- (5.2)
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Integraali (5.2) avaldamisel asendusvottega tehakse selle integraali all muutuja
vahetus. Selleks valitakse mingi funktsioon u = ¢(z) ja integreerimine muu-
tuja x jargi asendatakse integreerimisega muutuja u jargi. Eeldame, et ¢ on
itkksithene ja diferentseeruv. Tahistame funktsiooni ¢ podrdfunktsiooni -ga.
Seega

x = Y(u). (5.3)

Paneme kirja funktsiooni v tuletise diferentsiaalide jagatisena: % = ' (u).
Korrutades seda vordust du-ga saame

dr = ¢'(u)du . (5.4)

Kasutades valemeid (5.3) ja (5.4) asendame z ja dx integraali (5.2) all. Saame
avaldise

/ f(x)dr = / SR (u)du. (5.5)

Uldiselt kasutatakse asendusvétet kahel erineval juhul. Esimene juht on selline,
kui valemi (5.5) vasakul pool olev integraal [ f(x)dz ei ole otseselt avaldatav.
Siis valitakse uus muutuja u = () ja teostatakse iilalkirjeldatud asendus.
Muutuja vahetus omab moétet, kui tulemusena saadud integraal vérduse (5.5)
paremal pool on lihtsamini arvutatav kui vasakpoolne integraal. Teisel juhul
kasutatakse asendusvotet siis, kui avaldatava integraali algkuju on selline nagu
(5.5) paremal pool, kuid ta ei ole lihtsalt avaldatav. See-eest aga vasakpoolne
integraal [ f(z)dx avaldub lihtsalt. Siis teostatatakse iilalkirjeldatud asendus-
protseduur vastupidises jarjekorras.

Ositi integreerimine. Olgu u = u(z) ja v = v(x) kaks diferentseeruvat funk-
tsiooni. Paneme kirja nende korrutise diferentsiaali avaldise (vt. diferentsiaali
omadus 3 §3.4):

d(uv) = vdu + udv .

Integreerime seda avaldist. Saame

/d(uv) = /vdu—f—/udv.

Kuna [d(uv) = uv + C integraalide tabeli valemi 1 pdhjal, siis

w +C = /vdu+/udv.

Konstandi C v6ib sellest valemist vélja jatta, sest molemad médramata inte-
graalid [udv ja [vdu sisaldavad juba méiramata konstante. Viies [vdu vorduse

teisele poolele saame
/udv = uv — /vdu. (5.6)

Saadud avaldis kannab ositi integreerimise valemi nime.
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5.4 Ratsionaalfunktsioonide integreerimine. Rat-
sionaalfunktsiooni integraalile taanduvad in-
tegraalid.

Ratsionaalfunktsiooni integreerimine. Olgu antud ratsionaalfunktsiooni
integraal [ R(x)dxz. Teatavasti on ratsionaalfunktsioon kahe poliinoomi jagatis.

Seega R(z) = g"’gg , kus P,,, on m-astme poliinoom ja @),, on n-astme poliinoom.
Vaadeldava integraali arvutamine koosneb alljargnevatest etappidest.

1. Poliinoomide Py, ja Q. jagamine. See etapp teostatakse ainult siis, kui m >

n. Eesmaérgiks on eraldada valja ratsionaalfunktsiooni taisosa poliinoomi kujul

ja jaaki sisaldav murdosa. Tépsemalt: funktsioon gmg; esitatakse jargmisel

kujul:

P () Si()

kus Ty —m(x) on m—n-astme poliinoom ja S¢(z) on t-astme poliinoom, kusju-
ures kehtib vorratus ¢ < n. Poliinoomid T,,_,(z) ja S¢(x) on vastavalt jaga-
tise tdisosa ja jadk. Taisosa T;,—_,(x) integreerimine on lithne, sest poliinoom
Tn—n(x) on astmefunktsioonide summa, millele saab rakendada tabeli valemeid
1 ja 2. Seega koondub meie pohitdhelepanu edaspidi ratsionaalfunktsiooni

= Thn(@) + (5.7)

Si(x)
Qu(z)’
integraali arvutamisele. Kui m < n, siis jadb jagamise etapp vahele, sest inte-

greeritava funktsiooni lugeja on juba algselt vaiksema astmega kui nimetaja, st
funktsioon on kujul (5.8).

kus t <n, (5.8)

2. Ratsionaalfunktsiooni (5.8) lahutamine osamurdude summaks. Alustame
murru nimetaja teguriteks lahutamisest. Nimelt on voimalik toestada, et su-
valise poliinoomi @, (z) saab lahutada teguriteks jargmisel kujul:

Qn(z) =c-(z—a)

M@ prtot.., (5.9)
milles esineb teatud 16plik arv tegureid kujul (z — a)* erinevate konstantidega
a € R ja astmetega k € N ning teatud 15plik arv tegureid kujul (z% + pz +¢q)! er-
inevate konstantidega p, ¢ € R ja astmetega [ € N ning ¢ on konstant. Seejuures
ruutfunktsioonide 2% + px + ¢ diskriminandid on negatiivsed, st p? — 4¢ < 0.
Seetottu ei saa tegureid (2 + pr + ¢)! reaalarvude hulgas enam viiksemateks
teguriteks lahutada. Saame

St(x) St(x)

Qn(z) clz—a) ... (@2 +pr+q)- ...-

Edasi lahutame funktsiooni 5" ((ﬁi)) osamurdude summaks jargmiselt:
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St(x) A1 AQ Ak

= ot/ ... 5.10

Qn(x) xfa—i—(xfa)z—i— +(:cfa)k+ + (5:10)
M193—|—N1 M2I+N2 MZI—FNI

2 +pr+q (22+pr+q)? (22 +px+q)

*

kus Ay, ..., Ag,..., My, Ny,...,M;, Ny, ... on teatud reaalarvulised konstandid,
mis tuleb eraldi m&arata (sellest pisut hiljem). Méirgime, et toodud valemis
vastab igale poliinoomi Q,,(x) tegurile (z — a)* grupp liidetavaid kujul (lfi’;)i,
kusi = 1,...,k, jaigale poliinoomi Q, () tegurile (x24pz-+q)’ grupp liidetavaid
kujul%,kusi =1,...,l. Konstantide Ay, ..., Ap,..., My, N1,...,M;, Ny, ...
médramiseks minnakse valemi (5.10) paremal poolel iihisele nimetajale. Kuna
vastav iihine nimetaja on Q,(x), peab paremal poolel saadav lugeja olema
vordne vasaku poole lugejaga Si(x). Sellest vordusest tuletataksegi vorrandid
tundmatute Ay, ..., Ag,..., My, Ny,..., M;, N;,... madramiseks. Funktsiooni
(5.8) integreerimine seisneb niiiid valemis (5.10) esinevate osamurdude integreer-
imises.

3. Osamurdude integreerimine. Murru ﬁ integreerimine on lihtne. Tabeli
valemite 2 ja 3 ning madramata integraali omaduste 2 ja 3 pohjal

/de_ WJrC kui i # 1,
(r —a)’ Aln|lz—a|+C kui i=1.

Murru —MztN _ integreerimine on natuke keerulisem. Murd —MztN _ Jahutatakse
(z2+pz+q) (z24pz+q)

kahe murru summaks, millest esimese lugejas on konstandiga korrutatud funk-
tsiooni 2 + px + ¢ tuletis ja teise lugeja on konstantne:
Mz+N a2z +p) )

(2 +pr+q) (2 +pr+q) (22 +pr+q)t

(5.11)

On lihtne ndha (minnes selle valemi paremal poolel iihisele nimetajale ja vordsustades
lugejates olevad = kordajad ning vabalitkmed), et 2¢; = M, ¢;p+ce = N, millest
tulenevad jargmised valemid konstantide ¢y ja ¢y jaoks: ¢; = cao=N— %
Avaldisest (5.11) saame

N 2 d d

_ AT N %= ¢ x—¢+02 .« .

Mz + d (22 +p) 5.12
(22 + px + q)° (22 + px 4 q)° (22 4+ px + q)°

M
2

Valemi (5.12) paremal poolel oleva esimese integraali avaldamisel kasutatakse
asendust u = 2% + px + ¢. Siis du = (2x + p)dx ja

/ : (2z + p)dx

ZHprta)
_/CLu_ W‘FC:W—&-Ckuii#l
u' Inju|+C =Inlz®+px+q| +C kui i=1.
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Jaab veel avaldada valemi (5.12) paremal poolel olev teine integraal

/ dz
A
(22 + px + q)?

Eraldame koigepealt tema nimetajas olevast ruutfunktsioonist taisruudu:
P +pr+qg=a+28r4+q= <x2+2§x+§> +q-— % =
2 2
=(z+5) +a-F=(@+a?+#,

. 2 . . 2 . .
? ja k? = ¢ — 2-. Mirgime, et ¢ — 2~ > 0, kuna ruutfunktsioonide

kus a = § T T
22 + px + ¢ diskriminandid on negatiivsed, st p? — 4¢ < 0. Kui i = 1, siis
saab integraali I; avaldamisel kasutada tabeli valemit 9 ja maaramata integraali

omadust 3:

7 / dx / dx 1 tan * +a e

= | — ———— = —arctan .

! 2+ pr+q k2 + (z +a)? k k

Kui ¢ > 1, siis saab integraali I; avaldada kasutades jargmisest rekurrentset
valemit:

[ T+ a n 21— 3
v (28 — 2)k2 (22 4 px + q)*~1 (21 — 2)k2

I 1. (5.13)
Integraali I; kaudu avaldub sellest valemist I3, I5 kaudu I3 jne.

Ratsionaalfunktsiooni integraalile taanduvad integraalid.

Siinkohal vaatleme mitmesuguseid integraale kujul [ R(f1(x),..., fu(z))dz. Li-
itfunktsiooni R(f1(x),..., fn(x)) all mdistame funktsiooni, milles on ratsionaal-
funktsiooni R(x) argument 2 asendatud koikjal ithega funktsioonidest f1(z), ..., fn(z).
Néiteks, kui R(x) = H% ja fi(z) = sinz, fa(x) = cosx, siis on liitfunktsiooni
R(sin z, cos ) moodustamiseks jargmised voimalused:

1

R(sinz,cosz) = Trecs s

R(sinz,cosz) =

1
l1+sinxzcosx”

1+sin? z?

R(sinz,cosz) =

Teatud juhtudel on véimalik integraali [ R(f1(x), ..., f,(z))dz sobiva asendusega

u = ¢(z) taandada ratsionaalfunktsiooni integraalile, st integraalile kujul | Ry (u)du,
kus R;(u) on ratsionaalfunktsioon argumendiga w. Viimase avaldamiseks saab
kasutada iilaltoodud eeskirja. Alljargnevas loetelus on toodud moned taolised
integraalid koos asendustega, mis viivad nad ratsionaalfunktsioonide inegraalidele.

/R(ex)dx, u=e"
/R (sin2 x, cos :c) sinxzdr, wu=cosx

/R (sin x, cos> x) cosxdr, u=sinx
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2u

sinz = 5
. x . 2
R(sinz,cosx)dr, wu =tan=, asendusvalemid: cosx = i=%;
’ ) 9 ’ 14w
__ _2du
de = 505

Nax+ 6 Jax+ 0
Rilz ¥ de, u=7{
yr+9 yr+9

: Var? +bzr+c+ axr kui a>0
/R(m,\/ax —|—bgc—i—c)clac7 u = e e

r—I1

kui a <0,

kus z; on vorrandi az? + bx — ¢ = 0 lahend

5.5 Integraalsumma ja maaratud integraal.

Integraalsumma méoiste. Olgu antud funktsioon f, mis on pidev 16igul [a, b].
Jaotame 16igu [a,b] n osaldiguks punktidega xg,x1,x2,...,Z,, kusjuures a =
9 < x1 < 292 < ... < x, = b. Tahistame jarjekorras i-nda osaloigu pikkuse
siimboliga Ax;, st

ACL‘Z‘ =T; — Tj-1-

Valime igal osaldigul [x;_1, ;] ihe punkti p;. Moodustame summa
Sn = f(pV)AT1 + f(p2) Az + ...+ f(pn)Azn = > f(pi)Az;.  (5.14)
i=1

Seda summat nimetatakse funktsiooni f integraalsummaks 16igul [a, b].

Maiaratud integraali moiste. Téahistame pikima osaldigu pikkuse siimboliga
On, St 0, = max{Axy, Axs,...,Azx,}. Muudame 16igu [a,b] tiikkeldust jarjest
peenemaks selliselt, et pikima osaloigu pikkus o,, 1aheneb nullile. Kui f on pidev
16igul [a, b], siis on integraalsummal S,, taolises piirprotsessis 16plik piirvadrtus.
Seda piirvddrtust nimetatakse funktsiooni f mdadratud integraaliks 16igul [a, b]

ja tahistatakse
b
/ f(z)dz.
a

b
/ f(z)dr = QlirllOSn. (5.15)

Seega definitsiooni kohaselt

Integraali fab f(z)dz komponendid kannavad jargmisi nimetusi: a - integraali
alumine raja, b - integraali iilemine raja, [a,b] - integreerimisloik, x - integreer-
imismuutuja, f - integreeritav funktsioon, f(z)dz - integraalialune avaldis.
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Naide fiitisikast. Liikugu materiaalne keha z-teljel punktist a punkti b. Mojugu
sellele kehale joud F', mis iildiselt s6ltub keha asukohast, st F' = F'(x). Eesmérgiks
on leida valem t66 A arvutamiseks, mille joud F' teeb keha nihutamisel punktist
a punkti b.

Kui F' on konstantne, siis avaldub t66 valemiga A = F(b— a). Kui F ei ole
konstantne, siis tuleb t66 arvutamisel kasutada integreerimist. Idee on jargmine:
jaotame vaadeldava 16igu [a, b] véikesteks osaldikudeks nii, et igal osaldigul on
joud ligikaudselt konstantne. Igal osaligul arvutame t66 eraldi kasutades selleks
illaltoodud valemit. Seejérel liidame osaloikudel tehtud t66d kokku saades t66
tervel 16igul [a, b]. Niiviisi saame ligikaudse t66 valemi. Tépse t66 valemi saame,
kui muudame Ioigu tiikelduse ”16pmata peeneks”, st votame ligikaudsest t66
valemist piirvaartuse pikima osaloigu pikkuse ldhenemisel nullile.

Asume t66 valemi tuletamise juurde. Seejuures eeldame, et funktsioon F(x)
on pidev. Pidevus on vajalik selleks, et F'(2) muutuks vaikestel osaloikudel véhe.
Teatavasti ldheneb pideva funktsiooni muut nullile tema argumendi muudu
lahenemisel nullile (vt §2.9).

Jaotame 16igu [a, b] n osaloiguks punktidega xg, 1, xa, . . ., &, kusjuures a =
Ty < 1 < g < ... < x, = b. Tahistame jarjekorras i-nda osaloigu pikkuse
stimboliga Az;, st Axz; = x; — 2;_1. Valime igal osaldigul [z;_1, ;] ithe punkti
p;. Kui i-nda osaldigu pikkus on véiike, siis muutub pidev funktsioon F(x)
sellel osaldigul vihe, st F(z) =~ F(p;) iga « € [z;_1,z;] korral. Seega on i-
ndal osaloigul tehtud t66 A; ligikaudselt vordne F'(p;) ja osaldigu pikkuse Awx;
korrutisega, st A; ~ F(p;)Az;. Summeerides t66d iile osaldikude saame t66
ligikaudse avaldise kogu 16igul [a, b]:

i=1 i=1

Mida véiksem on osaldigu [z;—1,x;] pikkus, seda vihem muutub joud sellel
osaloigul ja seda tdpsem on valem A; ~ F(p;)Axz;. Olgu o, pikima osaldigu
pikkus. Mida viiksem on g,, seda viiksemad on osaloikude pikkused ning
jarelikult on seda tépsem valem (5.16). Teisest kiiljest, valemi (5.16) pare-
mal poolel seisab funktsiooni F' integraalsumma 16igul [a,b]. Integraalsumma
laheneb maiaratud integraalile protsessis g, — 0. Seega saame ligikaudsest
valemist (5.16) piirprotsessis o, — 0 jargmise tdpse valemi t66 jaoks:

A= /:F(:c)d:z:.

5.6 Maaratud integraali geomeetriline sisu.
Olgu funktsioon f pidev 16igul [a,b]. Eeldame, et f(x) > 0. Vaatleme joontega
y = f(z),x = a, x = b jay = 0 piiratud kovertrapetsit (joonisel 5.1 on see

timbritsetud pideva joonega).
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-~ i e [ o |

. e
ﬁ P1 1 p2 T2 Ti—1 Pi Ty xn—lpnﬁ T
xo Tn

Joonis 5.1

Tahistame selle kujundi pindala siimboliga S. Meie eesméark on tuletada valem
pindala S jaoks. Selleks jaotame 16igu [a, b] n osaldiguks punktidega xg, 1, x2, . . ., Tn,
kusjuures a = zp < 1 < T3 < ... < @, = b. Fikseerime igal osaloigul [z;_1, x;]
ithe punkti p;. Tahistame

Al‘i = X —XTj—-1.

Vaatleme osalbigule [z;_1,x;] toetuvat kovertrapetsi osa AS; (joonisel 5.1 on
selle kiiljed témmatud katkendliku joonega). Kui Az; on viike, siis muutub
pidev funktsioon f osaléigul [z;_1, ;] vihe. Seega voib ta sellel osaldigul lugeda
ligikaudselt vordseks konstandiga f(p;) ehk

f@)~ f(p;)) kui z € [zi—1,2]. (5.17)

Jarelikult on AS; ligikaudselt ristkiilik ja tema pindala avaldub ligikaudu korguse
ja aluse korrutisena:

AS; = f(pi)Ax; .

Terve kovertrapetsi ligikaudse pindala valemi saame, kui summeerime osapi-
irkondade pindalad:

n

S~ Y flpi)Ax;. (5.18)

=1

Mirgime, et saadud valemi paremal poolel seisab aluseid Ax; ja korgusi f(p;)
omavate ristkiilikute tihendi (vt joonis 5.2) pindala.
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Mida vaiksem on Az;, seda vihem muutub funktsioon f osaldigu [z;-1, ;]
peal, jarelikult seda tdpsem on valem (5.17). Seega, mida peenem on [a,b]
tiikeldus, seda tédpsem on ka pindala valem (5.18). Teisest kiiljest, valemi (5.18)
paremal poolel on funktsiooni f integraalsumma 16igul [a,b]. Jarelikult, kui
pikima osaloigu pikkus g, ldheneb nullile, siis ldheneb nimetatud integraal-
summa maératud integraalile f: f(z)dz. Kokkuvottes, piirporotsessis o, — 0
saame ligikaudsest valemist (5.18) jargmise tapse valemi pindala jaoks:

b
S:/ f(z)dx . (5.19)

Lopuks tuleme veel tagasi valemi (5.18) juurde. Nagu négime, seisab selle
paremal poolel joonisel 5.2 kujutatud ristkiilikute ithendi pindala. Valemit

(5.18) saab kasutada méasratud integraali f: f(z)dz ligikaudseks arvutamiseks.
Oma geomeetrilise sisu tottu nimetatakse seda valemit ristkilikvalemiks.

Niide. Arvutame f; dx = fabldx. Kuna ldigule [a,b] toetuva ja korgust 1

omava ristkiiliku pindala on b — a, siis f; dr=>b-—a.

Y
N
Fon) |- b
F2) | g y = f(z)
i 1;1 T ;;2 T2 Ti—1 Pi T wnfllz’n‘l{ T
xo Tn

Joonis 5.2

5.7 Maaratud integraali omadused. Integraali
keskvaartusteoreem.

Maaratud integraali omadusi.

Me defineerisime méaaratud integraali f; f(z)dz 16igul [a,b]. Et selline definit-
sioon omaks motet, peab kehtima vorratus a < b. Teatud pohjustel on aga
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vaja maaratud integraali definitsiooni laiendada ka juhule kui a > b. Naiteks
asendusvotte rakendamise tulemusena (vt. §5.9) tekib sageli integraal, mille
alumine raja on suurem kui iilemine. Alljargnevatest omadustest esimesed kaks
ongi definitsioonid, mis laiendavad méaratud integraali juhule a > b.

L [ f(z)dz = 0,
2. Kui a > b, siis f(f f@)dz = — [ f(z)da.

Jargnev vordus viidab, et integreerimisloikude liitmisel integraalide vairtused
liituvad:

3. 7 fla)de = f: f(@)dz + [ f(z)da.

Summa integraal vordub integraalide summaga ja konstandi voib integraali
maérgi alt valja tuua:

4 [ @) +g@)de = [ f(@)de + [, g(x)dr,
5. f; Cf(x)dr = Cfab f(z)dz, C - konstant.

Vorratus, mida rahuldavad kaks funktsiooni, laieneb ka nende funktsioonide
integraalidele:

6. Kui a <bja f(z) < g(z) iga x € [a,b] korral, siis f: fx)dx < f; g(z)dx.

Integraali keskvaartusteoreem.

Kui f(x) on pidev loigul [a,b], siis leidub sellel loigul vahemalt ks punkt ¢ nii,
et

b b
/ f(x)dz = f(c)/ dx = f(c¢)(b—a). (5.20)

Téestus: Kuna f(z) on pidev 16igul [a, b], saavutab ta sellel 16igul oma suurima
ja vahima véartuse (l6igul pidevate funktsioonide omadus 1 §2.11). Olgu M
suurim vaartus ja m vahim vaartus. Siis kehtivad iga = € [a, b] korral vorratused
m < f(z) < M. Méiratud integraali omaduse 6 pohjal

/abmd;t </abf(:1c)dx < /abde.

Kuna m ja M on konstandid, siis omaduse 5 pohjal f(fmdx = mf(f dx ja
f; Mdx = Mfab dzx. Seega

m/abdx </abf(:1c)dx < M/abdx.

b
Jagades suurusega fa dx saame

b
m < N fb(x)da; -
L
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b
Néeme, et arv Lo .fb(zidz paikneb funktsiooni f(x) suurima ja vihima véirtuse

vahel. Kuna lc~)igula[a7 b] pidev funktsioon f(z) saavutab sellel 16igul iga védrtuse
oma suurima ja viahima véartuse vahel (16igul pidevate funktsioonide omadus 2
§2.11), siis leidub vahemalt iiks punkt ¢ € [a, b] nii, et

_ fab f(x)dx
f;dm .

Korrutades seda vordust arvuga f; dx ja arvestades, et fj dx = b — a, saame
valemi (5.20). Teoreem on tdestatud.

f(e)

5.8 Analiiiisi pohiteoreem.

Oleme vaadelnud kahte liiki integraale: 1. mé#&ramata integraal [ f(z)dz , mis
on defineeritud kui funktsiooni f algfunktsioonide iildavaldis; 2. méadratud
integraal, mis on defineeritud kui funktsiooni f integraalsumma piirvaartus.
Jargnev teoreem annab olulised seosed nende kahe integraali vahel.

Analiiiisi pohiteoreem.

1. Kui f on pidev loigul [a,b], siis funktsioon ®, mis avaldub valemiga ®(z) =
f; ft)dt, on funktsiooni f algfunktsioon loigul [a,b].

2. Kui F on pideva funktsiooni f algfunktsioon loigul [a,b], siis kehtib vordus

b
/ f(x)dz = F(b) — F(a) =: F(z)|}. (5.21)

Vordust (5.21) nimetatakse Newton-Leibnitzi valemiks.

Téestus: Viite 1 toestamiseks peame niitama, et ®'(x) = f(z) iga x € [a, b] ko-
rral. Olgu z suvaline punkt 16igult [a,b]. Nagu tavaliselt, tdhistame siimboliga
Ax argumendi z muutu. Kasutades médratud integraali omadust 3 §5.7 arvu-
tame:

x+Azx x rz+Azx
B(z+ Az) = / Ft)dt = / F)dt + / F(#)dt

T+Ax
= ®(x) +/ ft)de.
Seega saame funktsiooni & muudu jaoks seose
z+Ax
AD = O(x + Ax) — O(x) = / f@t)dt. (5.22)

Integraali keskvairtusteoreemi pohjal leidub punktide z ja = + Az vahel punkt
¢ nii, et kehtib vordus

z+Azx
/ f@)ydt = f(o)(z+ Az —z) = f(c)Ax. (5.23)
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Téapsemalt: Kui Az > 0, siis leidub integraali keskvaartusteoreemi pohjal 16igul [z, z + Az]
punkt c nii, et kehtib (5.23). Kui aga Az < 0, siis leidub sama teoreemi pohjal 16igul [z+ Az, z]
punkt c nii, et kehtib

T

rT+Ax
[ rwa == [ it =10 - o - 20) = (O + Az~ 2) = f(0)Aa,

+Ax
st samuti kehtib (5.23).
Vaottes (5.22) ja (5.23) kokku saame seose A® = f(c)Ax, millest jareldub et
AD

Az = f(e).

Selle vorduse vasakul pool olev jagatis koondub funktsiooni ® tuletiseks punktis
x piirprotsessis Az — 0. Peale selle, kuna ¢ € [z,z + Ax], siis ¢ — =z, kui
Az — 0. Kokkuvottes saame vorduse

®'(x) = lim AP = lim f(c) = f(x).

Az—0 Ax c—x

Olemegi toestanud, et ®'(z) = f(x) iga x € [a, b] korral ja sellega ka viite 1.

Jargmiseks toestame vaite 2. Selle véiite eelduse kohaselt on F' funktsiooni
f algfunktsioon 16igul [a, b]. Peale selle on dsjatoestatud véite 1 pohjal ka funk-
tsioon ® avaldisega ®(x) = [ f(t)dt funktsiooni f algfunktsioon 16igul [a, b].
Kuna iihe ja sama funktsiooni kaks algfunktsiooni voivad teineteisest erineda
vaid liidetava konstandi vorra (vt §5.1), siis kehtib seos

/ " ftydt = F(x) +C. (5.24)

Jargnevalt leiame konstandi C' vaartuse. Selleks paneme avaldises (5.24) muu-
tuja x vorduma a-ga. Saame vorduse

/ f@®)dt = F(a)+ C,
mille vasak pool vordub nulliga méairatud integraali omaduse 1 pdhjal (vt §5.7).

Seega, 0 = F'(a) + C, millest tuletame valemi C' = —F'(a) konstandi C' jaoks.
Niitid saame kirjutada vorduse (5.24) kujul

/ " fdt = F(z) — F(a).

Pannes selles avaldises muutuja x vorduma arvuga b tuletame Newton-Leibnitzi
valemi (5.21). Véide 2 ja teoreem on toestatud.

5.9 Asendusvote ja ositi integreerimine maaratud
integraali korral.

Asendusvote. Vaatleme méiratud integraali

b
/ f(z)dz. (5.25)
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Teeme integraali all asenduse valides uueks muutujaks u, mis soltub z-st jargmisel
viisil: u = ¢(z). Eeldame, et ¢ on iiksithene ja diferentseeruv. T&histame ¢
poordfunktsiooni ¥-ga. Siis

x = P(u). (5.26)

Paneme kirja funktsiooni 1 tuletise diferentsiaalide jagatisena: % = ' (u).
Korrutades seda vordust du-ga saame

dx = ' (u)du . (5.27)

Kasutades valemeid (5.26) ja (5.27) saame integraali (5.25) all suurused z ja
dx asendada vastavate u-st soltuvate suurustega. FErinevalt madramata inte-
graalist tuleb méaaratud integraali korral lisaks suurustele x ja dx asendada
ka integreerimisloik koos rajadega. Uus integreerimisloik koosneb funktsiooni
u = @(x) vadrtustest, mis on saadud argumendi x varieerimisel iile kogu es-
ialgse integreerimisloigu [a, b]. Uhtlasi on uue integraali alumine raja vordne
u vadrtusega, mis vastab muutuja x vaartusele a ja lilemine raja on vordne
vaartusega, mis vastab muutuja x vadrtusele b. Seega on uue integraali alumine
raja (a) ja ilemine raja p(b). Kokkuvottes saame jargmise valemi:

b »(b)
/ f(@)dz = / () (w)de. (5.28)
a »(a)

Ositi integreerimine. Olgu u = u(z) ja v = v(x) kaks diferentseeruvat funk-
tsiooni. Paneme kirja nende korrutise diferentsiaali avaldise:

d(uv) = vdu + udv .

Integreerime seda avaldist rajades a-st b-ni. Saame

/abd(uv) = /abvdu+/abudv. (5.29)

Arvutame eraldi selle avaldise vasaku poole. Kuna [d(uv) = uv+C integraalide
tabeli valemi 1 pohjal, siis Newton-Leibnitzi valemi tottu

b
/ d(uv) = uvl®.

Asendame selle vorduse seose (5.29) vasakusse poolde. Saame

b b
uvl® :/vdu—i—/ udv .

.. b - . s . R
Viies fa vdu vorduse teisele poolele tuletame ositi integreerimise valemi maaratud

integraali jaoks:
b b
/ udv = uv\Z—/ vdu . (5.30)
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5.10 Paratud integraalid.

Lopmatute rajadega paratud integraalid.

1. Pdératu integraal poolléigul [a,00). Olgu antud funktsioon f, mis on pidev
l6pmatul poolldigul [a,00). Seega on f pidev ka koigil 16plikel 16ikudel
[a,b], kus b > a. Jérelikult eksisteerib méédratud integraal ff f(z)dx
iga b > a korral (vt §5.5). Vaatleme selle integraali kditumist protsessis

b — oo. Piirvéartust blim ff f(z)dx nimetatakse funktsiooni f paratuks
— 00

integraaliks poolldigul [a,00) ja tdhistatakse faoo f(z)dz. Seega definit-
siooni kohaselt

[e%S) b
/ f(z)dz = blirgo f(z)dx. (5.31)

a

2. Pdratu integraal poolloigul (—oo,b]. Olgu f pidev lopmatul poolldigul
(—o0, b]. Paratu integraal f_boo f(z)dz defineeritakse jargmise piirvidrtusega:

b b
/_ f(z)de = lim f(z)dz. (5.32)

——
a (oo} a

3. Pdratu integraal tervel arvteljel (—oo,00). Eeldame, et f on pidev tervel
arvteljel (—oo, 00). Pératu integraal ffooo f(z)dx defineeritakse valemiga

/_ Y tw)dr = tim [ flo)ds. (5.33)

—
a—oo |,

Paratut integraali nimetatakse koonduvaks, kui ta eksisteerib ja on loplik. Vas-
tasel juhul nimetatakse paratut integraali hajuvaks. Paratu integraali koon-
duvuse analiilisimisel saab kasutada nn. hindamisteoreeme. Esitame siinkohal
kaks taolist teoreemi.

Teoreem 1. Kui iga x > a korral kehtivad vérratused 0 < f(z) < g(z) ja
integraal [° g(z)dz koondub, siis koondub ka integraal [ f(z)dx.

Marki muutva funktsiooni paratu integraali hindamiseks saab kasutada naiteks
jargmist teoreemi:

Teoreem 2. Kui [ |f(x)|dz koondub, siis koondub ka [ f(x)dx.

Paratud integraalid katkevatest funktsioonidest. §5.5 toodud méaaratud
integraali definitsioonis eeldasime, et f on pidev 16igul [a,b]. Vaatleme niiiid
juhtu, kui f on katkev. Kui f-1 on katkevuspunktid 16igul [a, b], siis selle funkt-
siooni integraalsumma ei tarvitse omada loplikku piirvaartust, seega ei eksisteeri
viimasel juhul ka méaaratud integraali f: f(z)dz. Siiski on katkevat funktsiooni
teatud juhtudel voimalik integreerida péaratu integraali mottes. Vaatleme kahte
erijuhtu:
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1. Olgu funktsioon f pidev poolldigul [a,b) ja olgu b selle funktsiooni katke-
vuspunkt. Siis on f pidev koéigil 16ikudel [a, c]|, kus ¢ on a ja b vahel, st
¢ € (a,b). Jarelikult eksisteerib miaratud integraal [ f(z)dx iga c € (a,b)

korral. Selleks, et saada integraalist f; f(z)dz integraali f: f(z)dz, tuleb
meil ldhendada arvuga ¢ arvu b. Kuna ¢ paikneb vahemikus (a,b), on meil
tegemist vasakpoolse piirvéirtusega. Seega defineeritakse paratu integraal
f; f(x)dz jargmiselt:

b c
/f(:z:)dx = lim f(x)dzx.

c—b~ Jq

2. Olgu funktsioon f pidev poolldigul (a,b] ja olgu a selle funktsiooni katke-
vuspunkt. Siis on f pidev koigil 16ikudel [c,b], kus ¢ € (a,b). Pératu
integraal f; f(z)dz defineeritakse jirgmise parempoolse piirvaartusega:

/ab f(z)dz = lim /cb f(z)dz.

c—at

Kui paratu integraal katkevast funktsioonist eksisteerib ja on 16plik, siis 6eldakse,
et ta koondub. Vastasel juhul 6eldakse, et paratu integraal hajub.

5.11 Maaratud intgraali rakendusi.

§5.5 toime me niite madratud integraali rakendamise kohta t66 arvutamisel.
Selles paragrahvis vaatleme veel moningaid méaératud integraali rakendusi.

Varda massi arvutamine. Olgu vaatluse all varras (v6i mingi muu suhteliselt
tthemdotmeline materiaalne keha) pikkusega . Paiknegu varras z-teljel punk-
tide 0 ja [ vahel. Oletame, et varras on mittehomogeenne, st aine on vardas jao-
tunud ebaiihtlaselt. Vaatleme suvalist varda osaldiku Al. Téhistame osaldigu
Al pikkuse Az-iga. Olgu Al-i mass Am. Suhet v,, = AA—? nimetatakse aine
keskmiseks joontiheduseks osaldigul Al. Osaldigu Al mass avaldub keskmise
joontiheduse ja pikkuse kaudu jargmiselt: Am = v,,Az.

Oletame, et osaldik Al kahaneb témbudes kokku punktiks . Vaatleme aine
keskmise joontiheduse v,, piirviartust selles protsessis. Tegemist on suurusega,
mis soltub punkti x asukohast, st on muutuja z funktsioon. Té&histame selle
funktsiooni v-ga. Seega

. Am
V(@) = Jim Ao

Suurust y(z) nimetatakse aine joontiheduseks punktis x.
Piistitame jargmise iilesande. Olgu antud aine joontihedus v(x) kogu var-

das, so 15igul [0,/]. Méiéarata tuleb varda mass m. Eeldame, et vy(x) on pi-
dev. Ulesande lahendamiseks jaotame 16igu [0,!] osaloikudeks punktidega 0 =
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xo < 11 < Ty < ... < x, = [l. Valime igal osaldigul [x;_1,x;] ithe punkti p;.
Téhistame osaldigu [z;_1, z;] pikkuse Ax;-ga. Olgu osaldigule [x;_1,x;] vastava
varda osa mass Am;. Kui osaloik [z;_1, z;] on viike, siis v6ib aine joontiheduse
selle peal lugeda ligikaudselt konstantseks ja vordseks arvuga ~(p;). Jarelikult
Am; ~ y(p;)Az;. Terve varda ligikaudse massi saame kui summeerime kor-
rutised v(p;)Ax;, st

m & Z'y(pi)A:ri. (5.34)
i=1

Mida peenem on 16igu [0, {] jaotus, seda tdpsem on ligikaudne vordus Am; =
~v(pi)Ax;, seega on seda tdpsem ka valem (5.34). Teisest kiiljest, valemi (5.34)
paremal poolel seisab funktisooni 7 integraalsumma 16igul [0,{]. Jérelikult
saame maaratud integraali definitsiooni pohjal pikima osalGigu pikkuse g,, 1ahenemisel
nullile jargmise tdpse valemi varda massi jaoks:

n !
m = Jim 3 )0 = /0 (@) (5.35)

Pindala arvutamine. Olgu antud funktsioon f(x) > 0. Vaatleme joonisel
4.1 kujutatud joone y = f(x) ja z-telje vahel paiknevat kovertrapetsit. Nagu
nagime §5.6, avaldub selle kovertrapetsi pindala valemiga

b
S:/ fla)dx. (5.36)

Jargnevalt késitleme pisut teistsugust juhtu. Vaatleme tasandilist kujundit
D, mis on alt piiratud joonega z = fi(z) ja iilalt joonega z = fa(z), kusjuures
a <z < b (joonis 5.3). Meid huvitab D pindala S. Niitame, et S saab esitada
f2 ja f1 vahe integraalina, st

b
5= / fala) — fi(2)] de. (5.37)

Valemi (5.37) toestamiseks nihutame D tilespoole z-telge. Selleks leiame sellise
positiivse arvu C, mille korral kehtib vorratus fi(z) + C' > 0 ja defineerime

funktsioonid g (z) = f1(2)+C ning g2(x) = fo(z)+C. Olgu D joonte y = g1 ()

ja y = ga(z) vahel paiknev kujund. Ténu C sobivale valikule asetseb kujund D
x-telje peal (joonis 5.3). Mérgime, et juhul kui D asetseb juba z-telje peal, siis

ei ole taolist nihutamise operatsiooni vaja teha, st C' =0 ja D =D.
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Joonis 5.3

Kujundite D ja D pindalad on vordsed. Jarelikult tuleb S leidmiseks arvu-
tada D pindala. Kuna jooned y = g1 () ja y = g2(x) asetsevad iilalpool z-

telge (st g1(x) > 0,g2(x) > 0), siis voib kujundi D pindala arvutada selliselt,
et lahutame joone y = go(z) ja z-telje vahele jadva kovertrapetsi pindalast
joone y = gi(x) ja x-telje vahele jadva kovertrapetsi pindala. Kuna valemi
(5.36) pohjal vordub y = go(x) ja z-telje vahele jaava kdvertrapetsi pindala
integraaliga f; g2(x)dx ning y = ¢1(z) ja a-telje vahele jadva kovertrapetsi

pindala integraaliga fab g1(x)dx, siis S = f; [92(x) — g1(x)] dx. Lopuks arvutame

b b
S = [l - a@lde = [ [fale) + C = fiw) = o
b
— [ 1) - hla)do.
Olemegi toestanud valemi (5.37).

Ruumala arvutamine ristloigete pindalade jargi. Olgu antud ruumiline
keha V', mis paikneb tasandite © = a ja x = b vahel. T&ahistame selle keha
ruumala samuti V-ga. Tuletame valemi V' arvutamiseks.

Vaatleme keha V' 16iget z-teljega ristuva tasandiga (joonis 5.4). Tekkiva
ristloike pindala soltub loiketasandi asukohast, seega on ta muutuja z funkt-
sioon. Tahistame ristloike pindala S(z)-ga. Eeldame, et S(x) on pidev.
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Tiikeldame 16igu [a, b] osaldikudeks punktidega a = g < 1 < 22 < ... <
&, = b. Valime igal osaldigul [z;_1, z;] ithe punkti p;. Tahistame

AIi =T — Tj—-1-

Vaatleme tasandite z = x;_1 ja © = x; vahele jadvat keha kihti AV; (joonis 5.5).
Kui Az; on véike, siis muutub ristldike pindala S(z) osaldigul [z;—1, ;] véhe ja
me saame ta lugeda ligikaudselt vordseks S(p;)-ga, st

S(x)~ S(p;) kul z€xi—1,m].

Sellisel juhul on AV ligikaudselt silinder, mille pohja pindala ja korgus on vas-
tavalt S(p;) ja Ax;. Seega avaldub AV, ruumala ligikaudselt valemiga

Joonis 5.4
88



— L Di; X ;
‘t"l 1 T2 Ti—1 T; Tp—1 ‘E‘)

Joonis 5.5

Terve keha ruumala ligikaudse valemi saame summeerides AV; ruumalad:

n

VA S(p)Az;. (5.38)

i=1

Mida peenem on 16igu [a, b] jaotus, seda tdpsem on ligikaudne vordus AV, =~
S(pi)Ax; ning seda tédpsem on ka valem (5.38). Teisest kiiljest, valemi (5.38)
paremal poolel seisab funktsiooni S integraalsumma 16igul [a,b]. Jarelikult
saame maaratud integraali definitsiooni pohjal pikima osaloigu pikkuse g,, lahenemisel
nullile jargmise tdpse valemi keha ruumala jaoks ristloigete pindalade jargi:

V= / ' S(a)dr. (5.39)

Erijuht: péérdkeha ruumala. Olgu antud funktsioon f 16igul [a, b]. Eeldame, et
f(z) on pidev ja f(z) > 0. Vaatleme joontega joontega y = f(z), x = a, x = b
ja y = 0 piiratud kovertrapetsit K (joonis 5.6 vasakul). Paneme kujundi K
poorlema iimber a-telje. Tulemusena saame péordkeha V' (joonis 5.6 paremal).
Keha V' 16ikamisel x-teljega ristuva tasandiga tekkiv 16ige on ring, mille raadius
vordub f(z)-ga (sest kujundi K korgus punktis 2 on f(z)). Seega on ristldike
pindala S(z) = 7f2(x) ja iildisest valemist (5.39) saame jirgmise valemi V
ruumala jaoks:

V = ﬁ/b fA(x)dx. (5.40)
8
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Joonis 5.6

Joone pikkuse arvutamine. Olgu antud joon vorrandiga y = f(x), kus a <
x < b. Tahistame selle joone pikkuse [-ga. Meid huvitab valem [ arvutamiseks.
Eeldame, et f(x) on diferentseeruv.

Jaotame 16igu [a, b] osaldikudeks punktidega a = xg < 21 < @2 < ... < X, =
b (joonis 5.7).

Y
F@iza)|
/
‘
ﬁ, %1‘%2 963—1307; z,,}_lﬁ T
xo Tn

Joonis 5.7
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Téahistame

Av; =z — w1, Ay = f(z:) = f(wi-1).
Vaatleme osaléigu [x;_1, ;] kohale jadvat joone osakaart Al;. See osakaar on
suurendatult kujutatud joonisel 5.8.

Joonis 5.8

Kuna f(z) on eelduse kohaselt diferentseeruv, on vaadeldav joon sile. Sile
joon on aga sirgestuv (st suurendamisel muutub ”sirgemaks”). Jérelikult on
vaikese Ax; korral osakaar Al; ligikaudselt sirgloik ja joonisel 5.8 on ligikaudne
taisnurkne kolmnurk. Seega voime me Al; pikkuse arvutamisel kasutada Pythago-
rase teoreemi. Tahistades Al; pikkuse samuti Al;-ga saame

Al ~ /(Bz:)2 + (Ayi)2. (5.41)

Edasi avaldame selles valemis esineva funktsiooni muudu Ay; argumendi muudu
Az; kaudu. Selleks sobib kasutada Lagrange’i teoreemi (vt §3.6). Nimetatud
teoreemi pohjal leidub vahemikus (z;_1,z;) punkt p; nii, et kehtib vordus

f@i) = flaion) = f'(pi) (@i — wi-1) -
Seega
Ay = f'(pi)Az;
ja valemit (5.41) saab teisendada jargmiselt:

Al ~ V(D)2 + (f (pi)Axi)? = v/ (Dxi)? + [ (pi)]2(Axy)? =

= VIT [P Aa.

Terve joone ligikaudse pikkuse saame kui summeerime Al; ligikaudsed pikkused:
n
IR VI ()] Ax;. (5.42)
i=1

Mida vaiksem on Az;, seda ”sirgem” on osakaar Al;, jarelikult seda tapsem on
ka ligikaudne vordus (5.41). Sellest tuleneb, et mida véiksemad on osaldigud,
seda tdpsem on valem (5.42). Teisest kiiljest, valemi (5.42) paremal poolel
seisab funktsiooni y/1 + [f’(x)]? integraalsumma 16igul [a, b]. Jérelikult pikima
osaloigu pikkuse o, ldhenemisel nullile saame jargmise tapse valemi vaadeldava
joone pikkuse jaoks:

- / VI[P @R de. (5.43)
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