Funktsioon. Maaramispiirkond, vaartuste hulk. Poordfunktsioon.

Seaduspirasust voi teisendust, mis igale X elemendile x seab vastavuse iihe hulga Y
elemendi y nim. argumendi x funktsiooniks ja kirjutatakse y=f{x)

Funktsiooni y=f(x) miiramispiirkonnaks on kd&igi nende argumendi x véairtuste
hulk, mille korral funktsioon omab motet ja on lopliku vairtusega.

Funktsiooni véirtuste hulgaks nim. nende viirtuste hulka, mida funktsioon
omandab, kui 1dbib kogu méédramispiirkonna.

Tingimused, mis peavad olema tdidetud elementaarfunktsioonide kaudu esitatud
reaalmuutuja funktsioonil:
1y B9 4 =0
A(x)
2) RJA(x) = A(x)=0
3) log,A(x)= A(x)>0
arcsin A(x)

=-1<A4(x) <1
arccos A(x)

Funktsiooni y=f(x) péordfunktsiooniks nim. f-ni y=g(x), mis igale funktsiooni f'
védrtusele y seab vastavusse need argumendi x vdirtused, mille korral y=f{x)

Olgu funktsioonid y=f(x) ja y=g(x), siis viddrtus y on teisendatud argumendi x
liitfunktsiooniks ehk kompositsiooniks

y=flgx)]=f*g(x)
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Funktsiooni piirvaartus. Teoreemid piirvaartuste kohta (tdestusega).

Arv a on funktsiooni y=f(x) piirviirtuseks tingimusel, et x—x,
kui V &>0, 3d(e) >0, et 0<| x—xol <J= |j(x)—a| <g

Selleks, et funktsioonil y = f(x) oleks piirvairtus, kui x—x( on piisav ja tarvilik, et
eksisteeriksid tihepoolsed piirvédértused ja et nad oleks vordsed.
limof(x) = limof(x) =a

Teoreemid piirvéirtuste kohta.

Teoreem 1 Selleks, et funktsioonil oleks piirvddrtus on piisav ja tarvilik, et
funktsiooni saaks esitada kujul f(x)=a+ a(x), a(x) on Idpmatult vihenev suurus,

s.t. lima(x)=0

Toestus:
1) Piisavus f(x)=a+a(x)= lim f(x)=a
Toepoolest: lim f(x) = lim(a + a(x))=a + lim a(x) = a
Ve>0, 3d(e) >0, et 0<| x-xol <= | o(x) | <eg
Kuid a(x)= f(x)—a
Jarelikult V >0, 3(e) >0, et 0<| x-xo| < 0 = |Aix)-a| <e
seega lim f(x)=a
2) Tarvilikkus: lim f(x)=a= f(x)=a+ a(x)
Vastavalt piisavuse definitsioonile V >0, 3d(g) >0, et O<| x-xol <0= | f(x)-al <eg
Tahistame f(x)—a=a(x), sel juhul saame 0< | x-x0| <o=|akx) |<e
Seega a(x) on 1dpmatult kahanev, saan lim a(x) =0

X=X

m.o.t.t.

Teoreem 2 Olgu olemas piirvdirtused lim f(x)=a, lim g(x)=>, siis
1) lm[f(x)+g(x)]=1lim f(x)+ lim g(x)=a+b
2) lim f(x)-g(x)=1lim f(x) - lim g(x)=axb

lim f(x)
lim f(x) _ 7%

3) : 2 kus b#0
v g(x)  limg(x) b

Toestus:

lim f(x)=a, limg(x)=b#0

)
IO A
So gl limg() b
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f@)_a, [@ _g} _a bf(x)-ag)
glx) b \gkx) b) b bg(x)
Vastavalt teoreemile 5.1 saame f(x)=a+a(x), g(x)=b+ B(x),
kus a(x), f(x)— 0, kui x—xo
bf (x) —ag(x) _bla+a(x))—a(b+ f(x) _ba(x)—af(x)

bg(x) b(b + B(x)) b(b + B(x))

ba(x), af(x) on l1dpmatult vihenev suurus (a ja b on tdestatud)

1
b(b+ B(x)) > b> %0, seega |-———| <
b(b+ p(x))

Seega y(x) on Iopmatult vihenev suurus, kui x—xo,
siis 7~ 1 (1) . mis tihendabki, et lim 29 =%

gx) b =0 g(x) b

m.o.t.t.

Teoreem 3 (kahe politseiniku teoreem)
Olgu punkti x, teatud timbruses
U,(x)=x, —r;x, + [, kehtivad vorratused
(5.1) f(x)<h(x)<g(x)
jaolgu lim f(x)=a, limg(x)=a
siis eksisteerib
lim A(x)=a
Toestus: Vastavalt piirvadrtuse definitsioonile
Ve>0, 3d,(e) >0, et 0<| x-x9| <0 = f(x)—al <eg
V>0, 3dx(e) >0, et 0<| x-x9| < = g(x)—al <g

Olgu & =min(J,,5,), siis 0<| x-xo| < = | fAn)-a| <& | g(x)-a|<e
| f(x)-al <eg
e <fix)-a<e
a-e <flx)<ate
a-e <gx)<ate
Vorratusest (5.1) jéreldub, et
a-£ <gx)<h(x)< gx)<ate
Seega a-¢ < h(x) < a+ ¢

e <h(x)-a<eg

| h(x)-al <eg

Jarelikult V&>0, 3d(e) >0, et 0<| x-xo| < d = | h(x)-a| < & mis tiahendabki, et
Jlim A(x)=a

X—>X
m.o.t.t.

Teoreem 4 Olgu punkti x, teatud timbruses kehtiv vorratus f{x) >0
Kui funktsioonil f(x) on piirvddrtus tingimusel, et x — x,, siis piirvddrtus peab

olema mittenegatiivne lim f(x)=a >0
)C‘)XO
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Toestus: Oletame, et a>0

Siis | f(x) —d| > a|, sest f{x)>0 a>0

Kuid teoreemi (5.1) jérgi peab f(x) - a olema 10pmatult vihenev suurus ja seega
muutub kui tahes viikeseks

Seega a>0 on vdimatu ja a>0
m.o.t.t.

Jéireldus 5.1 Kui on tdidetud vorratus f{x) >g(x) punkti x, imbruses ja funktsioonide
fx) ja g(x) piirvadrtused eksisteerivad, siis lim f(x) > lim g(x)

Tdepoolest A(x)= f(x)- g(x) >0
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Lopmatult vihenevad suurused ja nende jark.

Definitsioon 1 Funktsiooni a(x) nim. lopmatult vihenevaks suuruseks tingimusel, et x—uxo, kui

lima(x)=0
Piirvaartuse definitsiooni kohaseltV ¢>0, 3 d(g) >0, et 0< | x-xol <0= | a(x) | <eg

Teoreem 1 Lopliku arvu 10pmatult vihenevate vdértuste summa on samuti Idpmatult vihenev
suurus

ot oyt ... to,=p(x) lim B(x)=0

Definitsioon 2 Funktsioon f{x) on tokestatud hulgal 4, kui leidub selline positiivne konstant M, et
|f(x)|£M,kui xe A

Teoreem 2 Lopmatult viheneva suuruse ja tokestatud suuruse korrutis on 16pmatult vihenev suurus
Toestus: Olgu lim a(x)=0

X—>Xg

f(x)|£M,kui xe]xo —7;X, +r[
B(x)=a(x)x f(x)
Vastavalt def. ¥ &>0, 3d(e) >0, et 0<| x-xp| < = | a(x) | < ﬁ

Seejuures saame 0 <r
Siis saame, et ¥V &>0, 34d(¢) >0,

et 0<| x-xo| <3 = | f@) | = | a@)*fx)| = | a@)| x |fin)] < %xMzg

m.o.t.t.

Olgu kaks Idpmatult vihenevat suurust a(x) ja f(x), kui x > x,, s.t. lima(x)=0, lim f(x)=0

Vordlemine:
0, siisa(x) jark > p(x) jirk
(8.1) lim ax) =<0, siisa(x) jark < B(x) jark
A r# 0,0, siisa(x) jdark = f(x) jark
Kui }1_%1 ;g; =1, siis a(x) ja B(x) on ekvivalentsed

Definitsioon 3 Lopmatult vidheneva suuruse a(x) jarguks nim. sellist arvu n, mille korral
. a(x)
lim ————

=r+#0,0
% (x = x;)"
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Piirviirtus lim> =1 (tdestusega). Arv e ja piirviirtus lim(1+1) =e

x>0 x xX—0

sin x

Piirvaartus lim
x—0 X

OB =1
SAOABSSOABSSAOAC
SAOAB ><1><smx
SOAB 2><1><x
-1
SAOAC_lextanx
sinx x _tanx 2
<-—-Z X —
2 2 2 sin x
<

sin x cosx ?

Eksisteerib piirvairtus lirrol cosx=1
x—>

siit saame, et 1> > cos x (need vorratused kehtivad ka siis, kui x<0)

l’l)C:1

si
Vastavalt teoreemile (5.3(2 politseiniku teoreem)) saame, et eksisteerib ka piirvaartus hng
xX—> x

Arv e.

Teoreem 1 lim(1+1)' =e, kus neZ

X—>00

Toestus: Newtoni binoomvalem

(a+b)n :an +%an—lb+ n(nl—l) an—2b2 n(n— l)(n 2) n 3b3 + .+ n(n— 1)()1(:)1)('}1 (n-2)) bn 1 bn

n(n-1) 1 n(n-1)(n-2) 1 n(n-1).2 1 1 _
20 2 + 3! ot (n—-1)! nnl+_

B (I

(1+ %)" >2; (1+1)" onkasvav funktsiooni 7 suhtes

Ja liikmete arv kasvab iihe vorra, kuna (1+1) <1, (1+2)<1 jne.

1 p—

1_1. L 1. Lo 1. L1 . L1~ 1
21 2 3! 92 0 41 23 n—1 on=2 9 " n! pn on-2

(1+ )<1+1+ +orte oo

2<(1+1) <3

Kui funktsioon on kasvav ja on tokestatud iilevalt f{x)< M, siis eksisteerib piirvddrtus lim f(x)=a
X—>00

2n Y

Antud juhul (1 + i)" on kasvav n kasvades ja on tokestatud tilevalt arvuga 3

Piirvairtust lim(l + %)" = ¢ nim. arvuks e

X—>00

Teoreem 2 Kehtib valem (7.1) hm(l + = ) =e

X—>0
Toestus:
1) Vaatleme algul juhust, kui x — +o0
Iga x jaoks eksisteerib niisugune ne N, et n<x<n+1
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Leiame piirvaartused
lim(1+%)(l+i)" =l-e=e

X—>0

Kahe politseiniku teoreemi pohjal saame, et eksisteerib piirvéirtus lim(l + %)x =e

2) Olgu x - —© o
Tahistame x =—(y +1)

Kui x > -0 < y -+

fim (1+2) = lim(l+ )" = lim ()77 = lim 1+ 2) (14 2)=e

X—>+o0
X—>+0

m.o.t.t.
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Funktsiooni pidevus. Uhepoolsed piirviirtused, katkevuspunktid. Teoreemid
10igul pideva funktsiooni kohta.

Definitsioon 1 Funktsioon y =f(x) on pidev punktis xo, kui kehtib (9.2) lim f(x)= f(x,)

Teiste sonadega V >0, 3d(¢) >0, et 0< | x-xo| <0= |](x)-f(x0)| <eg
Funktsioon on pidev paremalt punktis xo, kui (9.2) lim . f(x)=f(x,)

Funktsioon on pidev vasakult punktis x, kui (9.2)’ lim0 f(x)=f(x,)

Definitsioon 2 Funktsioon y =f(x) on pidev antud vahemikus (lahtine hulk), kui ta on pidev selle
vahemiku igas punktis

Funktsioon y =f(x) on pidev antud 16igul [a,b], kui ta on pidev vahemikus ]a,b[, on pidev
paremalt punktis a ja on pidev vasakult punktis b

Elementaarfunktsioonid on pidevad kogu oma méairamispiirkonnas

Definitsioon 3 Funktsiooni y=f(x) piirviértus vasakult x—x, mérgitakse lirnO f(x)=>b
X—>X—

seejuures x—xy nii, et x<xy

Funktsiooni y=f(x) piirvidirtus paremalt x—x, mirgitakse lim f(x)=c

x—x,+0
seejuures x—x nii, et x>x
Neid piirvdirtusi nimetatakse iihepoolseteks

Definitsioon 4 Katkevuspunktideks nim. argumendi x viirtuseid, mille korral funktsioon ei ole
pidev, kuid nende punktide piisavalt vdikeses iimbruses on pidev

Katkevuspunktide liigid:
Olgu katkevuspunkt xpja lim f(x)=4, lim f(x)=B

1) A=B, kuid f(x) ei ole médératud punktis xo
Punkti xy nim. kdrvaldatavaks katkevuspunktiks
Kui defineerida, et f(x,) = lim f(x) = 4= B, siis saame funktsiooni, mis on pidev kohal x,

2) A ja B eksisteerivad ja on 1oplikud, kuid seejuures 4 # B
Punkt xj on I liiki katkevuspunkt ehk hiippekoht

3) Kus A voi B on 1dpmatu véi ei eksisteeri iildse

Punkti xo on II liiki katkevuskoht

Teoreem 1 Olgu funktsioonid y =f(x) ja y =g(x) pidevad hulgal M.
Siis on pidevad ka funktsioonid:

) M)+ gx)
2) f(x)-g(x)

3) & kus g(x)#0,kui xeM
g(x)

Tdestus jéreldub vastavast teoreemist piirvdartuste kohta.
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Teoreem 2 Olgu funktsioon y =f{x) pidev loigul [a,b]

Siis leidub viihemalt iiks niisugune punkt x, [a,b], kus funktsioon saavutab oma suurima vésrtuse
ja samuti vihemalt tiks punkt x, € [a,b] , kus funktsioon saavutab oma vihima vééartuse sellel 16igul.
SGr)=sup f(x), x elab]=M

f(xy)=inf f(x), x, €la,b]=m

Teoreem 3 Olgu funktsioon y =f{x) pidev 16igul [a,b]

Siis mistahes véirtuse jaoks, mis asub funktsiooni vdhim ja suurima vairtuse vahel m <k <M
leidub vihemalt iiks selline punkt x, €[a,b], et fixs)=k

(10.1)

Jareldus: Kui funktsioon on pidev 16igul [a,b] jafix;)>0 jaflx2)<0,x,,x, € [a, b].
Siis leidub niisugune x, € Jx,,x,[, et f(x;)=0
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Funktsiooni tuletis ja selle geomeetriline tihendus. Puutuja ja normaali
vorrand.

Olgu antud funktsioon y = f(x)
Anname argumendile x muudu Ax
Siis funktsioon saab vastava muudu Ay = f (x + Ax) - f(x)

Definitsioon 1 Funktsiooni y = f(x) tuletiseks nimetatakse piirvadrtust
. A . + -
Jim lim & _ i LG A — 1)
A—0 Ay A0 Ax

. ~ e . . . Ay
Kui me vOtame piirvdértuse paremalt, siis saame ka tuletise paremalt hIgIOE
Ax—0+

: N . . : . A
Kui me votame piirvédirtuse vasakult, siis saame ka tuletise vasakult A}lrgl . Ey
S0-

Jadreldus: Funktsiooni tuletis eksisteerib siis ja ainult siis, kui eksisteerivad tuletised nii vasakult ja
paremalt ja nad on vOrdsed.

Teoreem 1 Olgu funktsioonil y = f(x) tuletis kohal x
Siis see funktsioon on pidev selles punktis.
Toestus: Vastavalt eeldusele eksisteerib piirvddrtus y'(x) = grr}) %

e Ay | . 3
Siit jareldub Ap V'(x) + a(Ax), kus Ali?O a(Ax)=0

Seega Ay =y'(x) - Ax + a(Ax) - Ax

lim f(x)= £ (x,)

V>0, 36(e) >0, et 0<| x-xo| <0 =
0<| Ax |<d=

¥'(X)Ax + a(Ax)Ax = B(Ax) —222-0

Seega F(Ax)on I6pmatult vihenev suurus

Ve>0, 30(e) >0, et 0<| Ax | <o = | f(Ax) | <e

Jarelikult y = f(x) on pidev.

Sofxo)| < e
Ay | <eg

Mdrkus: Teoreemi 11.1 pdordteoreem ei pea paika. Funktsioon vOib olla pidev, kuid mitte-
diferentseeruv.

Definitsioon 2 Funktsioon on diferentseeruv punktis x, kui tal on tuletis selles punktis.
Funktsioon on diferentseeruv mingis vahemikus, kui ta on diferentseeruv selle vahemiku igas
punktis.

Kui Ax — 0, siis 1dikaja PO muutub puutujaks PT janurk S — «
o Ay B
y —ggloa—gglotanﬁ— tan

Tuletis ' on geomeetriliselt vordne kdverjoone y =f(x) tdmmatud puutuja tdusuga (tdusunurga
tangensiga)
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k=tana =)'

Sirge vorrand, mis 1dbib punkti 4 (xo,)0) tdusuga kon y — y, =k(x —x,)
Kodverjoone y =f(x) puutuja punktis x=xo

Y= Yo =y"(x)(x—x,), kus y, = f(x,)

Kaks sirget tousudega k; ja k, on risti siis ja ainult siis, kui k, xk, =—1 ehk k, = —k—

Seega normaali vorrand koverjoonel y =f(x) on y —y, =—

1
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Teoreem diferentseeruva funktsiooni pidevusest (tdoestusega).

Teoreem 1 Olgu funktsioonil y = f(x) tuletis kohal x
Siis see funktsioon on pidev selles punktis.

: o . A
Toestus: Vastavalt eeldusele eksisteerib piirvédrtus y'(x) = Al)%m0 Ey

s e Ay | . _
Siit jareldub e V'(x)+ a(Ax), kus gil}] a(Ax)=0

Seega Ay =y'(x) - Ax + a(Ax) - Ax

lim £(x)= £ (x,)

V>0, 3d(¢) >0, et 0<| XX <0 =
0<| Ax |<d=

V' (X)Ax + a(Ax)Ax = B(Ax) —22250

Seega [S(Ax)on ldpmatult vihenev suurus

V>0, 35(e) >0, et 0<| Ax | <o = | p(Ax) |<e

Jarelikult y = f(x) on pidev.

fx)fixo)| <&
Ay | <eg

Mdrkus: Teoreemi 1 poordteoreem ei pea paika. Funktsioon vdib olla pidev, kuid mittediferent-

Seeruv.
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Liitfunktsiooni ja poordfunktsiooni tuletis (toestusega).

Teoreem 1 Olgu funktsioonil u(x) tuletis punktis x ja funktsiooni f{n) tuletis punktis n

Sel juhul on tuletis ka liitfunktsioonil f[u(x)]
13.1) (flu]) = £, -u

Toestus:
im Y = tim 2 2% una £ = 1im 2
A—0 Ax  M~=0 Ay Ax Ax—0 Ay
v . Au
u'=lim —,
A0 Ax

. AV !
siis Ax—>0:>Au—>O:>Af—>O:11m—f-hm&:fu “u'
Ar%OAu AX%OA_X

m.o.t.t.

Teoreem 2 Kui funktsioon y = f(x) on diferentseeruv punktis x, siis selle poordfunktsioon

x = g(y) on samuti diferentseeruv punktis y (y= f(x))

Seejuures nende tuletiste vaheline seos on jirgmine

]
/' g' )

Toestus: Eelduse kohaselt eksisteerib tuletis
1

V= f(x) = lim 2 _ lim%: lim ————— = lim ——
Ax—0 Ay Ax—0 o Ax—0 % Ax—0 g (y)

y=f(x)=x=g(1)

Ax = g(Ay)
m.o.t.t.
Ndited"x cos y=+y1—sin® x =+y1 - x’
I y=e y=Inx Samuti on
(e")=e" e’ =e" =x , 1
111 (cos)'=~ 2

(Inx)'= =—=— I-x

(e’) e «x
Analoogselt 3. y=tanx y=arctanx
a*)=a"lna= (log, x)'= '= = =
(a) (log, x) ‘Ing (tan x) o5 x y = tan(arctanx) = x

' _ ¢ . 11
2. y=sinx y =arcsin x (arctan x)'= (tan y) ﬁ Tan’y 141

(sinx)'=cosx x=sinx
1 1 1 1

(arcsin x)'= = = = sin” cos’ y +sin’ 1
(tany) &L tan’y 1+x’ 1+tan® y=1+ 2y= 4 - Y _ -
* cos” y cos” y cos” y
s 2 2
sin” y+cos” y=1
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Parameetrilise funktsiooni ja ilmutamata funktsiooni tuletis (tdestusega).

Definitsioon 1 Uhe muutuja funktsioon on esitatud parameetrilisel kujul, kui nii argument x kui
ka funktsiooni vdirtus y on antud parameetri (¢) funktsioonis.

©.1) {x =ul®)

y=v(t)
Ndide:
x=Rcost . | - ~
. (ringjoone parameetriline vorrand)
y=Rsint

x> +y*=R’cos’t+R*sin’ t =R’
x> +y*=R
Teoreem 1 Parameetriliselt esitatud funktsiooni (9.1) tuletis avaldub kujul

92) =2 kus y=y'(r)=V
X

x=x'"(t)=u'
Toestus: Vastavalt definitsioonile
A Ay
y'=lim = = [im &

A—0 Ax A0 %
!

Et funktsioonidel x=u(¢f) ja y=v(¢t) on tuletised kohal ¢, siis muutudele Ax ja Ay vastab
parameetri muut Az .
Ax >0 Ar—0

&

" limﬂ_y'(t)_l

Ax o
Ax—0 A x' (t) X

Mdrkus: Teoreemi (9.1) saab toestada
y'= @) =u, -1(x)
poordfunktsiooni ¢ =#(x) tuletis

£(x)=—
v'(f)
jarelikult y'=" =2
\%
X

Definitsioon 2 Funktsioon on esitatud ilmutamata kujul, kui on antud avaldis, mis sisaldab nii
argumenti x kui ka funktsiooni vairtust y ja vordub nulliga.

(9.3) F(x,)=0

Ndited.:
1. x*+ y* =1 (iihikringjoone ilmutamata kuju)

y=2+v1-x? (ilmutatud kuju)
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2. x’y+sinxy=0 (ilmutamata funktsioon)

Votame mdlema poole tuletise, eeldades, et y on x -i funktsioon.
2xy +x°y+cos y(y +¢y') =0
2xy + ycos px + (x> + xcos )y'=0
. 2xy+ ycosxy

x* + xcosxy

oF

—=y2x+ ycosxy
ox

oF
—=Xx"+Xxcosxy
Ay

Definitsioon 3 Kahe muutuja funktsiooni F'(x,y) osatuletis x -1 jérgi saadakse vottes teine muutuja

v konstantseks.

©.5) i FOFARY)

ax Ax—0 Ax
Analoogselt osatuletis y -1 jargi saadekse nii, et x = const
05 L i o2 4)

ay Ay—0 Ay

Teoreem 2 [lmutamata funktsiooni F(x,y)=0 tuletis avaldub kujul
oF

9.5) y=-<

oy

Toestus: Diferentseerides ilmutamata funktsiooni avaldist ja eeldades, et y on x-i funktsioon

saame
F(x,y)=0
OF OF
—_ + —_
ox Oy

oF

y'=0

V="
y
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Funktsiooni diferentsiaal ja selle geomeetriline tihendus. Funktsiooni ligikaudne
arvutamine diferentsiaali abil.

Definitsioon 1 Funktsiooni y= f(x) diferentsiaaliks nimetatakse tema muudu lineaarset osa

(argumendi muudu suhtes).
Kui funktsioon muut on esitatud kujul

Ay = A - Ax + a(Ax) ja seejuures lim a(&x) =0
A0 Ax
siis funktsiooni diferentsiaal
dy=A-Ax A eisdltu x-st
Niiited: 2. y=arctan/x
Ll y=e™ 11 1
e 2 = —Xx 2=
Y=o (<2x) dy = —2xe ™ dx TS S W R
dx
dy=——7-—
24/x(1+x)
dy

Valemist dy = y'(x) - dx jareldub, et »'(x) =d—
x

Seega parameetrilise funktsiooni tuletis

r=u()=2 o
{X=u(f) dt y,:d_yzl
y :V(t) ;:V'(t):% dx X

Geomeetriline tolgendus:
dy = y'(x)dx = y'(x) - Ax

y'(x)=tana

dy
—=y'(x)=tanx
™ y'(x)

Funktsiooni diferentsiaal on kdverjoonele y = f(x) tdmmatud puutuja ordinaadi muut, mis vastab

argumendi numbrile
Ax =dx

Funktsiooni véirtuste ligikaudne arvutamine diferentsiaali abil.
Vastavalt diferentsiaali definitsioonile Ay =dy + a(Ax),

kus lim a(ax) =0

A0 Ax
jarelikult viikeste Ax -de korral kehtib
Ay = dy

Ay = f(x+Ax) = f(x)

dy =y'(x)-Ax = f(x) - Ax
S+ Ax) = f(x)= f'(x) Ax
Sx+Ax) = f(x)+ f'(x) Ax
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X=X,

xX+Ax—>x

Ax=x-x,

(10.1) f(x)= f(xy)+ f'(xy) - Ax
Ax=x—x,

Valemi (10.1) tipsus on ligikaudu (Ax)*

Ndide:

31,96% + 4

y=Ax*+4 x=196 x,=2 Ax=x-x,=-0,04
y(x)=y(2)=V4+4=2

2

y'=%(x2 +4)75 2x = 2x

3(x? +4)3
M Y= ()= L
Y(x)=y' (@)=

1,96% +4 ~2 +%(—0,04) :%

0,04*> =0,0016 ~ 0,002
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Teoreem diferentsiaali olemasolust (tdoestusega).

Teoreem 1 Funktsioonil y = f(x) on diferentsiaal parajasti siis, kui tal on 10plik tuletis vaadelda-

vas punktis ning seejuures
(IL1) A(x)=y'(x)

Toestus:
1) Tarvilikkus:
Eksisteerigu dy = eksisteerib y'(x)

Kui funktsioonil on diferentsiaal, siis Ay = 4 - Ax + a(Ax)

a(Ax)
Ax

Seega ﬂ: A+
Ax

lim 2 = lim(A + “—Ax)j = A(x)
Ax

A—0 Ay A0
2) Piisavus:
Eksisteerigu y'(x) = eksisteerib dy

Kui funktsioonil on tuletis, siis y'(x) = Alin%) Ey

Jérelikult % =y'(x) + B(Ax),
kus AliTO P(Ax)=0
Korrutades seda vordust Ax -ga saame
Ay = y'(x) - Ax + f(Ax) - Ax
Jéarelikult diferentsiaal eksisteerib ja on
(11.2) dy=y"(x) - Ax
m.o.t.t.

Vaatleme funktsiooni y =x
Sel juhul y'=1
dy =dx = Ax
Argumendi muut on vordne tema diferentsiaaliga

Me saame valemi
(11.3) dy=y"(x)-dx
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Ilmutamata funktsiooni ja parameetrilise funktsiooni korgemat jarku tuletised.

Korgemat jiarku diferentsiaalid.
vahetult leida

[lmutatud funktsioonil saab
suvalist jarku tuletise

(12.1) y" (@) =" @)

Vaatleme ilmutamata funktsiooni
F(x,y)=0

Selle esimene tuletis on

oF
(12.2) y'=-<
oy

Seega y'=F,(x,y)
Siit saame y''=(y')'=(F,(x,))'

_OR | oR,
ox Oy

Uldiselt saame

_oR,
ox

oF
+—F =F,(x,y)
Oy

" 1

Et yH: (yl)l’
siis peame valemis (12.4) y asendama )'-ga.

(12.5) y"= @
X
Jatkates seda protsessi saame iildiselt

(Vlo—l)
(12.6) ym =) n=12..

X
Ndited:

|

x=2-2cost(—sint)=—-4sintcost

x=2cos’¢

y=23sin’t

y=3-3sin’t-cost=9sin’ tcost

0 (n-1) o(y ™D 22
(123) y(n): (y )+ (y )yv " 9Sln. tcost :_gsint
ox oy —4sintcost 4
l’l:2,3... (;v):_gsint
4
Ndited.: w_  —9cost 9
x* 4+ y+siny=0 Y T4 4sintcost  16sint
'=—L=—2x(l+cosy)‘1
I+cosy
o) _ -2
Ox l+cosy
1 ) 2 .
90N g (1)1 + cos y) 2 (=sin y) = — 235D i
oy (1+cosy)
w2 2xsiny [ 2x _ 4xfsiny 2
l+cosy (I-cosy)*| l+cosy) (I1+kosy)®> l+cosy

Olgu antud parameetriline funktsioon

{x =u(t)

y=v(t)
(12.4) tema esimene tuletis y'= Z
X

kus y=v'(¢), x=v'(1)
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Funktsiooni y = f(x) esimest jiarku diferentsiaal on dy = y'(x)dx = y'(x) - Ax
Teist jarku diferentsiaali saame vottes esimese diferentsiaali diferentsi
d*y=d(dy)=(dy) dx

(dy)'=(y'(x)- Ax)'=Ax - y''= y" (x)dx

Seega

(12.7) d*y=y"(x)dx’

Jatkates seda protsessi on

(12.7) d"y=y" (x)dx" n=12..

Valemist (12.7) jareldub, et funktsiooni kdrgemat jarku tuletise vdib esitada kujul

n

(128) vy (@=L  nz12.
dx

n

Olgu antud liitfunktsioon y = f[u(x)]
dy = (f[u(0)]) dx = f,u'dx

] df
u'=—
S e
u'dx=du
cdf
fu - du
dy = /A dx
dx Seda omadust nimetatakse diferentsiaali invariantsuseks.
af
dy=—du
du

Sellest, kas me kirjutame ta sdltumatu muutuja x suhtes voi sdltuva muutuja u suhtes...
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Funktsiooni kasvamine ja kahanemine. Rolle’i teoreem (t6estusega).

Definitsioon 1 Vaatleme funktsiooni y = f(x) vahemikus (a,b)
Olgu x, <x,, x,,x, €(a,b)

1) kui f(x,)< f(x,)= f(x) onkasvav;

2) kui f(x,)< f(x,)= f(x) on mittekahanev;

3) kui f(x,)> f(x,)= f(x) on kahaneyv;

4) kui f(x,)= f(x,)= f(x) on mittekasvav.

Olgu f(x) kasvav vahemikus (a,b)

. Ax=x, — X .
Sel juhul on sama margiga
Ay =f(x,) = f(x)
V0= tim Lo ys0
Ax A—0 Ax

Funktsioon on kasvav = y'(x) >0
Kui y'(x) > 0= funktsioon on kasvav
. A
y'=lim N
Ax—0 Ax
Ay

Ax =y'(x) + a(Ax) > 0, kui Ax on piisavalt véike.

Funktsioon on mittekahanev < y'(x)>0
Analoogselt

Funktsioon on kahanev = y'(x)<0

Kui y'(x) < 0= funktsioon on kahanev
Funktsioon on mittekasvav < y'(x) <0

Teoreem 1 (Rolle’i teoreem)

Olgu tiidetud jargmised tingimused:
1) funktsioon f(x) on pidev loigul [a,b]
2) funktsioon f(x) on diferentseeruv vahemikus (a,b)
3) f@)=f(b)=0

Siis leidub vdhemalt iiks selline punkt ¢ € (a,b), et

(13.1) f'(c)=0

Toestus: Sellest, et funktsioon on pidev 16igul jireldub, et leiduvad niisugused punktid, kus ta
saavutab oma vdhima véédruse m ja suurima vadrtuse M sellel 16igul.

1) Kutm=M=0= f(x)=0

Kuid konstandi tuletis on null

f'(x)=0 xe(a,b)

2) Olgu M #0 jaolgu f(c)=M
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Eksisteerib y'(c), mis ei saa olla positiivne ega negatiivne. Vastasel juhul funktsioon oleks kasvav

vOi kahanev punkti ¢ timbruses. Mdlemal juhul peab funktsioon omandama punkti ¢ ldheduses
vadrtuseid, mis on suurem kui M. See aga on vOimatu.

Jarelikult f'(c)=0
m.o.t.t.

Jdreldus: Kui funktsiooni rahuldab teoreemi (1) kahte esimest punkti ja f(a)# f(b)#0
Ka siis eksisteerib ¢ € (a,b)
f'(©)=0
Tdepoolest, votame
g(x)=f(x)—- f(a)
Koik kolm teoreemi tingimust on tdidetud ja jarelikult g'(¢)=0, ¢ €(a,b)
Kuid g'(x)=f'(x)= f'(c)=0
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Lagrange’i ja Cauchy teoreem (téestusega).

Teoreem 1 — Lagrange’i teoreem
Olgu tdidetud tingimused:
1) funktsioon f(x) on pidev 1digul [a,b]
2) funktsioon f(x) on diferentseeruv vahemikus (a,b)
Siis leidub vdhemalt iiks selline punkt c € (a,b), et
(14.1) f(b)- f(a)= f'(c)-(b—a) Lagrange’i voi 1opliku muudu valem

Toestus: Vaatleme jargmist funktsiooni
F(x)=(f(x) = f(@)b~a)~(f(0) - f(@)x~a)
See funktsioon on
1) pidev 15igul [a,5]
2) diferentseeruv vahemikus (a,b)
F'(x)= f'(x)(b~a)~(f(b) - f(a)
3) F(a)=F()=0
F(a)=(f (@)~ f(@)b-a)=(f(B) - f(a))a ~a)=0
Vastavalt Rolle’i teoreemile eksisteerib niisugune c € (a,b), et F'(c)=0
F'(©)=f"()b=a)=(f(B) - f(a)=0
Siit saamegi valemi (13.1)
m.o.t.t.

Teoreem 2 — Cauchy teoreem
Olgu kaks funktsiooni f(x) ja g(x), mis rahuldavad tingimusi:

1) nad on pidevad 16igul [a,b]

2) nad on diferentseeruvad vahemikus (a,b)

3) gla)-g(b)#0

4) f(x) ja g(x) ei muutu iiheaegselt nulliks vahemikus (a, b)
Siis leidub vdhemalt iiks niisugune punkt c € (a,b), et

(142) f(b) - fla) _ ()
gb)—gla) g'(o)

Cauchy valem

Toestus: Vaatleme funktsiooni
G(x) =(f(x) - f(@)g®) - g(@)- (£ (b) - f(a)Ng(x) - g(a))
Sellel funktsioonil on jargmised omadused:

1) ta on pidev Iigul [a,b];

2) ta on diferentseeruv vahemikus (a,b);

G'(x) = 1 (0)(g®) - g(@)~(f(B) - f(@)g' (x)

3) G(a)=G(b)=0
Vastavalt Rolle’i teoreemile leidub vihemalt iiks niisugune punkt ¢ € (a,b), et G'(c)=0
G'(c) = f"(e)g(b) - g(a) - (f(b) - f(@))g'(c) =0

[(©)gb) - g(@)=(f(b) - f(a))g'(c)

g'(c)#0, sestkui g'(c) =0, siis jareldub vordusest, et f'(c) =0, mis on vastuolus eeldusega.
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Jagades vorduse mdlemad pooled g'(c) -ga ja (g(b) - g(a))-ga saamegi Cauchy valemi.
m.o.t.t.

Mdirkus: Lagrange’i valem on Cauchy valemi jarelduseks, kui g(x)=x
Tdepoolest g(a)—g(b)=a—-b
g'(0)=1
f(a)—f(b)_f(0)|(
= . a
a-b 1
Ka Lagrange’i valemit saan geomeetriliselt tdlgendada.

fb)-f(a)=(b-a)tana

—b) Saame Lagrange’i valemi.
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L’Hospitali reegel (toestusega kui x — a,).

f(x) 0 00

Teoreem 1 Olgu antud piirvédartus lim , milles on midramatus — voi —
x—a g(x) O o0

Kui eksisteerib funktsioonide tuletiste suhte piirvédrtus, siis eksisteerib ka esialgne piirvadrtus ja
fim L) g )
ag(x) o g'(x)

— L’Hospitali reegel

Toestus:
1) Olgu médramatus % ja a- 1oplik.
Eeldame, et punkti a teatud iimbruses on tdidetud Cauchy reegli tingimused.
S _ )= @) _ [
g(x) gx)-gla) ¢g'(c)
f(a)=g(a)=0

Kui x > a, siiska c—a

, kus ce(a,x)

Kui eksisteerib piirvdirtus lim f' (x) , siis eksisteerib ka lim S(x)
xX—a g (x) xX—>a g(x)

ja nad on vordsed.

2) Olgu médramatus % ja a - 1dpmatu.

G
1m
= g(x)

1 1\ )
Vaatleme piirvéértust lim f(i‘) =lim (f («lr))'
=0 g(h) 0 (g(D)

(FO)= 1D

(e®)=g' (L)
Seega lim (f(é))' =lim S '7) = lim S
S(g)) DL g @)

3) Olgu maarmatus i ja a-1oplik.
o0

Olgu 16igul [xo,x] tdidetud Cauchy teoreemi tingimused.
S(xp)

SO _ S -fx) _f) 1= @
g g()-glx,) g 1-29 g'(o

g(x)

CE(XO,X)

X, > a,sliska c—a

x—>a= f(x) >0, g(x)—>w0
f(xo) x—a )0
S(x)
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g(XO) xX—a 0
g(x)
Suhte % kordaja ldheneb jérelikult iihele, kui x — a
g(x
Ja seega lim ACNACTY lim G lim f' (x)
0 g(x) —g(xy) e glx) e g'(x)

Ndited:
. . ) )
. e (x—sinx . x—-sinx . l—-cosx . sinx 1
1) lim ( ) =lim =lim =lim =—
x—0 x3 COS X x—0 x3 x—0 3x2 x—0 6x
.oox+2 o1
2) lim = lim — =
x>+o In x x—+0 L
X
ox? sint  x-xsinl
3) lim =lim =0

x>0 §inx =0 sinx
2x-sint + x? sini-(—%)
X x x

lim
x—0 CoS X
reegel ei ole rahuldatud.

e "(cosx+2sinx) .. l+2tanx
= lim———————

Tuletise suhte piirvaartus ei eksisteeri, seega L’Hospitali

4) lim (ei eksisteeri)

oo e (cosx +sinx) e’ (1+ tan x)

Lugeja nullkohad tan x = —%, nimetaja nullkohad tan x =—1

[e’“(cos X + 2sin x] = e (=2)(cos x + 2sin x)+ e > (= sin x + 2 cos x)=—5sin x -e "

[e"" (cosx + sin x] =-2sinx-e "

: -2x
lim 5s1.nx R > =0 Lugeja ja nimetaja tuletised on tiheaegselt nullid, kui
e —2sinx-e 2e”

sinx=0, x=nx. Seega on Cauchy valemi tingimused rikutud, see valem ei kehti, aga siis

el kehti ka L’Hospitali reegel.
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Taylori valem. Teoreem jidkliikmest (toestusega). Teoreem valemi iihesusest
(tdoestusega).

Definitsioon 1 Taylori valemiks nimetatakse valemit, mis avaldab funktsiooni véértuse argumendi
muudu astmetena.

(16.1) f(a+h)=f(a)+

ACITEACIT +f<">()h,, PR

hn+1
(n+1)!
Valem (23.1) on Kkirjutatud nii, et f(a+h) ja selle n esimest tuletist on vordsed

(@), ['(@),, £™ (@), kui votta h=0

R, (h) onvalemi jadkliige R, (h)=

. _df(a+h) _ f( /"'(a) () (n+Dh"
f'(a+h)=——"= 7 = f(a)+ h+ y 2h+..+——= - nh"" + (n i D) M =
—f(a)+f h+f”( )2h+ +f(")(a) LY
2! (n—=1)! n!

lim f"(a +h) = f"(a)

Teoreem 1 Olgu funktsioonil y = f(x) tuletised kuni (n +1) jirguni kohal a . Kusjuures """ (a)
voib olla nii 18plik kui 16pmatu. Sel juhul
(162) limM = £ (a)

Toestus:
1) Olgu f(””)(a) 16plik.

3 f'(a),  [f'"(a),, ), W ntl
$) = f(@)+ I P T D0 T h+(n+1)![f< (a)+¢]- f(a+h)

$(0)=f'(0)=...= f"(0)=0

" ()= @+ Bl (@) + |- £ @+ )
"V ()= "V (@) + e~ [V (a+h)
" (0)=¢>0=¢" (h) onkasvav = " (0)=0= " (h)>0, kui 1>0
Jarelikult ¢ (h) on kasvav jaet ¢" " (0)=0,siis ¢ (h)>0,kui >0 jne.
Lopus #(h) on kasvavja #(h)>0, kui >0

¢<h>>0:»( 1)'[f"””(a)+g M]>0

£ (@) 45— M >0 M< (@) +¢

Samamoodi saame tdestada, et M > £V (a) - ¢
Jarelikult |M — £ (a) <2 >0

m.o.t.t.
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2) Olgu " (a)=-»

b= f@y+ LDy L@ g TO@D BT i
1! 2! n! (n+1)!
A>0
$(0)=¢'(0)=...= 9" (0)
g (Wy=A-f"V(@+h) ¢ (h)>0,kui & on véimalikult viike.
Nii nagu esimese punktis, saame @(4) >0
hn+1
(n+1)!
M <A<0
Jérelikult %11_1)13M =—0o0

[4-M]>0

m.o.t.t.

Teoreem 2 Olgu funktsioonil y = f(x) kdik tuletised kuni (n +1) jarguni loplikud punktis a . Sel
juhul on Taylori valemi kordajad {iheselt méaratud.

Toestus:
Olgu funktsiooni y = f(x) kaks erinevat Taylori valemit

fla+h)y=a, +a,h+..+a, h" +mh""
fla+hy=A +A,h+..+ A, h" +Mh"

Votame £ =0, siis saame f(a)=a, = 4,

n+l

ah+..+a, h" +mh"
Ah+..+ A B+ MR
Jagame molemad avaldised /4 -ga ja vOtame 4 =0, siis saame a, = 4,
=A ., m=M
m.o.t.t.

Jatkates seda protsessi saame, et a, = 4,,...,a

n+l n+l2
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Taylori valemi jaidkliige Lagrange’i ja Cauchy kujul.

Vaatleme Taylori valemit

fla+h)= f()+f h+f”()h2 L@

n! (n+1)!
Kirjutame jadkliikme kujule
n+l1
R (h)= h M =h"P, kus p>2n+1

(n+1)!
Olgu a+ h=b, a—x h=b—-a=b-x
Me saame

' " (n)
2(x) :f(x)+%(b—x)+%(b—x)2 +...+f—'(x)(b—x)” +((b-x)"P

g(b)=f(b)
g(a)= f(a)+f( )h+f”( )+ +&|(“)h"+hpp=f(a+h)=f(b)
n
D) g@)=g)

2) g(x) on pidev 16igul [a,b]
3) g'(x) on diferentseeruv vahemikus (a,b)

' (n+1) (n)
S f(@+f(> m_f;m+f‘muow_xy_fiym

(n+1)
¢ =L b9 po-0p
Vastavalt Rolle’i teoreemlle leidub niisugune ¢ € (a,b), et g'(c)=0
f(”*l) ( ) _ p-1 _
—=b-c)"-pb-c)"" P=0

ﬂ“%@w &)
n! p(b—c)’
b-—a=h c=a+9h, 0<9<1
b-c=a+h—-a+%h=h(1-9)
f(n+1) (a+'9h)hn—p+l (l_g)n—pﬂ

Seega P =

p=
nlp
n+l _ n—p+1
Siit saame R, (1) = A k) U (a + h)
p—n!
hn+l
Kui votame p =n +1, siis saame R, (h) =———— """ (a + $h)
(n+1)'n!
hn+1

(18.1) Rn(h)—( D) £ ()

x=a+9he (a,a + h) Lagrange’i kuju

+p(b—x)""(-1)P
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Votame p =1, siis saame Cauchy kuju

hn+l (1 _ 9)
n

(18.2) R, (h)= £ (a+ 9h)

(183) f(x)= f(x0)+f( 0) Ay f”;xo) Ax? 4 f(")( S e )
n!
(18.4) R <x>—(A"")f(”+“( =B 02D ey
x:x0+3Ax
0<8<l1
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Maclaurini valem. Funktsioonide e*, sin x, cos x, In(1+x) ja (1+x)" valemid
(tdoestusega).

Kui Taylori valemis (24.4) votta x, =0, siis saame Maclaurini valemi.

" (n)
(18.1) f(x)= f(0)+f(o) f2(|0)x2 f (O)x + R, (x)
! nl!
n+l
(18.2) R (x)= (x D £ (Y9x) Lagrange’i kuju
n+l
R (1) == 0 (g0) Cauchy kuju
n!
1. y=e" y=y'=y"=.=y"(x)=e"
y(0)=y"(0)=..=y"(0) =1
(183) ¢ R A S S (x)
3) e = TR TRMR L(x
n+l
R,(x)=———e”
(n+1)!
Niitame, et n! kasvab kiiremini, mistahes astmest.
Vaatleme,

() =ntnl=1-2-3..(n=1)-n

p(n+l-—p)y=pn—-p)+p>n—p+p=n
Seega,

m)'>n-n.n=n" n>2

n!> \/n_” =n? >a" suurte n korral
Jarelikult,

n+l
X n—»o

(n+1)!

Ja siit saame R, (x)——=>—0

>0 mistahes x -1 korral

Kui e oleks ratsionaalne e :£, siis nle oleks tdisarv, kui n>g¢g
q

9

Paremal pool e’ <3 ja on alati murdarv. See vastuolu nditabki, et n +1 ei saa olla.

n+l1
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2. y=sinx
(n) . T . v . VA
¥y (x)=sin x+n5 =smx~cosn5+smn5-cosx

Kui votta funktsioon ja tema tuletised kohal 0, siis saame neli erinevat vaartust (0, 1, 0,

mis hakkavad perioodiliselt korduma.

. x3 XS x2n+1
184) sinx=x——+—+ ...+ -n" LR X
2n+3 ju
R2n+1 (x) = —Sin(lgx + (21’[ + 3) —j
(2n+3)! 2
‘ 2n+3
R X S n—w
| 2n+1( )| (2n+3)'
3. y=C08x

y" (x) = cos(x + n%)

Punktis 0 saame neli vdirtust (1, 0, —1, 0), mis hakkavad perioodiliselt korduma.

2 4 2n
(18.5) cosx=1-"—+2 4. .+ +R,, (%)
21 4l (2n)!
x2n+2 T
R, (x)= —cos(gx +2(n+1) —j
(2n+2)! 2
‘ 2n+2
R, (x)|< =
R () (2n +2)!

4. y=In(1+x) y(0)=0
y'=(1+x)" y'(0)=1
y'=—(1+x)7 y"'(0)=-1
y"'=2(1+x)" y'(x)=2
y(n) :(_l)nJrl(n _1)!(1+x)—n y(")(()):(_l)’”l (”l _1)'

2 3 n

(18.6) In(x)=x—-"—+—+..+(-)"" -+ R (x)
23 n

n+l

X

R, (x)=(-1)’

—1" n+l n+l ) '
nl(1+ ) " = (=D'~ ! Lagrange’i kuju
(n+1)! n+1 1+ &

xn+1 (1 _ ]9)11
n!

_1\" 41t _ n
R, (x)=(-1" nl(1+ %) " = (D'~ ( 1= j Cauchy kuju

1+9% 1+ %

In x on mééiratud, kui x > -1

n+l
Kui 0<x <1, siis x""' —222 0, ! 2% 5 ()
1+ %

R, (x)—=—0, kui 0<x<1
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n+l n+l n—w 0
_— >

Olgu —1<x<0, siis |x"" |=|x
=9 _1-9 - <1 r8<|9]
I+% 1-r8
(1—9j 22 50, —1<x<0
1+ %

Seega voib valemit (18.6) ligikaudseteks arvutusteks kasutada, kui |x| <l ehk —-1<x<1

5. y=>0+x) aeR y(0)=1
y'=a(l+x)*" V'(0)=a
Y'=ala-)(1+x)"? y'"'(0)=al(a-1)
y'"'=a(a-1)(a-2)1+x)" V'"'(0)=a(a-1)(a-2)
vy =a(a—1)..(a—n+1)1+x)" " (0)=a(@~1)..(a—n+)
(18.7) (1+x) =1+%x+“(‘;_1)x2 +...+“(“_1)“"1('“_””) X"+ R (x)

n+l

R, (x)= a(a = 1)...(a —n)(1 + Fx)“"!

(n+1)!
Kui [x| <1 ehk —1<x <1, siis R, (x)—=2—0

n+l

a(a—l)...(a—n). X

Kui 0<x<1 R, (x)= -
(n+1)! 1+ 8c)"

n kasvades R, kordaja M muudab teguriga a——112—1 korrutades.
n+

|a—n—1|_n+l—a_n+2—l—a_1_1+a>1
| n+2 | n+2 n+2 n+2
Seega M ——=>—0

Ka valemit (18.7) voib rakendada vahemikus —1< x <1
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Ekstreemumid. Ekstreemumi tarvilik tingimus (toestusega). Kriitilised punktid.

Definitsioon 1 Ekstreemumiteks nimetatakse funktsiooni maksimume ja miinimume. Punktis x,
on funktsiooni y = f(x) miinimum, kui leidub niisugune punkti x, timbrus U, (x,), et

f(x)> f(x)), kui xeU,_(x,), x#x,

(19.1) U,.(x))= {xHx — xl| < 6‘}

Punktis x, on funktsiooni y = f(x) maksimum, kui leidub niisugune punkti x, timbrus U, (x,), et
J(x)< f(x,), kut xeUy,(x,), x#x,

(19.2) U,(x,) = pr—x,] < &)

Miinimume ja maksimume nimetatakse tdpsemalt lokaalseteks ekstreemumiteks.

Definitsioon 2 Funktsiooni y = f(x) suurimat v0i vdhimat vaartust mingil 16igul [a, b] nimetatakse
selle funktsiooni globaalseks ekstreemumiks.

Teoreem 1 (ekstreemumi tarvilik tingimus) Funktsioonil y = f(x) saavad olla ekstreemumid
vaid nendes punktides, kus f"'(x) =0 voi ei eksisteeri {ildse.

Toestus: Oletame, et punktis x, tuletis eksisteerib ja f'(x,;)#0
Olgu f'(x,)>0, siis f'(x) >0 ka punkti x, limbruses.
Seega y = f(x) on selles timbruses.

Jarelikult x < x, = f(x) < f(x,)
x>x = f(x)>f(x)
See tdhendab, et (26.1), (26.2) ei ole tdidetud ja x, ei saa olla ekstreemum.
Analoogselt, kui y'(x,) <0= y = f(x) kahanev ja x, ei ole ekstreemum.
Seega tdepoolest, ekstreemum punktis peab olema »'(x) =0 voi ei eksisteeri lildse.

Definitsioon 3 Punkte, kus y'(x)=0 v0i ei eksisteeri nimetatakse Kriitilisteks punktideks voi
statsionaarseteks punktideks.
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Ekstreemumi piisavad tingimused (toestusega).

Teoreem 1 (ekstreemumi piisavad tingimused I)
Olgu x, funktsiooni y = f(x) kriitiline punkt. Kui labides seda punkti x kasvamise suunas tuletise

y'(x) mark:
1) — = + = x, on minimaalne;
2) + — — = x, on maksimaalne;

3) mirk ei muutu = x, ei ole ekstreemum.

Toestus: Olgu tuletise médrgi muutus — — +
x<x,, siis »'(x)<0= y= f(x) onkahanev = f(x)> f(x,), kui x<x,
x>x, siis y'(x)>0= y= f(x) onkasvav = f(x)> f(x,), kut x > x,
Jarelikult leidub niisugune timbrus U (x,), et f(x)> f(x,), xeU (x,)

X # X,
Seega x, on miinimum.

Analoogselt tdestatakse (2) ja (3)
m.o.t.t.

Teoreem 2 (ekstreemumi piisavad tingimused II)
Olgu x, kriitiline punkt, milles y'(x,)=y"(x,)=...= y" " (x,)=0, y"(x,)#0
n>1
Siis on jargmised voimalused:
1) n onpaarisarv = x, on ekstreemum,;
" (x,) < 0= x, on max
" (x,)>0=> x, on min
2) n onpaarituarv = x, ei ole ekstreemum.

Toestus: Kirjutame funktsiooni y = f(x) Taylori valemi punktis x,

_ S'(x) [0 (x)
f(x)=f(x,)+ T Ax +...+ D)

Vastavalt teoreemi eeldusele saame,

ﬂmszn+%?fw&x§eumo

A"+ R, (%)

Ax n

f@ =) == 1)
Ax =x —x,
n 2k
Kui n =2k on paarisarv, siis Ax' = Ax' >0, kui x # x,
n. n.

Eeldame, et /" (x) on pidev punkti x, iimbruses, siis ¥y (x,)>0=> (;) >0, xe (x,x,)
Siis saame f(x)— f(x,)>0
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f(x)> f(x,) x, imbruses
Seega x, on miinimum.

Analoogselt saame, et £ (x,) <0, siis x, on max.

n

Kui n on paaritu, siis >0, kui Ax>0, x>x,

n!
A.xn
n!
Jérelikult on iihel pool punktist x, f(x) suurem kui f(x,) ja teisel pool vdiksem. See tdhendab, et

<0, kui Ax<0, x<ux,

x, ei ole ekstreemum.
m.o.t.t.

Funktsiooni y = f(x) globaalsed ekstreemumid:
1) lokaalsed ekstreemumid x,, x, ..., mis asetsevad 10igul [a,b]
2) funktsiooni vairtused 10igu otspunktides f(a), f(b)

Kahes eelmises punktis leitud funktsiooni védrtustest leitakse suurim ja vahim.
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Funktsiooni kumerus ja nogusus, kiinupunktid. Teoreem kumerus- ja négusus-
piirkonnast (tdoestusega).

Definitsioon 1 Funktsioon y = f(x) on ndgus vahemikus (a,b), kui selle funktsiooni graafik asub

selles vahemikus kdrgemal temale tdmmatud puutujast.
Funktsioon y = f(x) on kumer 1digul (a,b), kui selle funktsiooni graafik asub selles vahemikus

allpool temale tommatud puutujast.

Definitsioon 2 Punkte, kus funktsioon on méératud ja pidev ja milles funktsiooni kumerus muutub
ndgususeks voi vastupidi nimetatakse kidnupunktideks.

Teoreem 1 Kui funktsioon y = f(x) on kumer mingis vahemikus, siis y"(x) <0 selles vahemikus.

Kui funktsioon on ndgus, siis y"(x) > 0 selles vahemikus.

Toestus: Olgu y = f(x) kumer vahemikus (a,b)
Puutuja vorrand 1dbi punkti x,
Y=y =y (x)x-x)
»=r), ¥ =1(x)
x=x, y=y, +¥(x)x-x,)
y=y=y—f) =y +x)x-x)= ()= f(x) = f(X)+ ' (x)(x—x,)

Eeldame, et Lagrange’i teoreemi tingimused on tdidetud: f(x) on pidev ldigul [a,b] ja
diferentseeruv vahemikus (a,b)

Vastavalt Lagrange’i valemile
S = f(x) = f1()(x, = x) = ' (X)(x, = x), x€(x,x,)

Seega, -y = ' (N)(x, =)+ ' (x)(x = x,) = (x = )" (x,) = ' (¥)
Vastavalt Lagrange’i valemile

Y =¥ =" (E)x, —x) £e(xx)

y—y=x-x)0x - 0" ()

Kui x<x,, siis x, —=x>0, x, —x>0

Kui x <x, siis x;, —x<0, x,—x<0

Kui funktsioon on kumer, siis puutuja véddrtused on suuremad ja ; -y20
Jarelikult — y'"'($) >0 ehk »'"'(£)<0

X—>x, =&->x,
Jarelikult »''(x) <0, xe(a,b)

m.o.t.t.
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Astiimptoodid. Kaldasiimptoodi valemid. Funktsiooni tiielik uurimine.

Definitsioon 1 Asiimptoodiks nimetatakse sirget, millele funktsioon y = f(x) graafik ldheneb kui

tahes ldhedale (kuid ei puutu) tingimusel, et funktsiooni graafiku argument eemaldub koordinaatide
alguspunktist 1dpmatu kaugele.

1) Vertikaalsed asiimptoodid
Punkti x, ldbib vertikaalne asiimptood x=x,, kui x ldhenemisel sellele punktile funktsiooni

absoluutvaartus kasvab tokestamatult.
(22.1) _1im0| f(x)| =+ voi _lim0| S ()| =400

Enamasti on x,, II liiki katkevuspunkt.

2) Kaldasiimptoodid y =kx+b
Vastavalt astimptoodi definitsioonile lim( f(x)— y) =0

1im1:11mk"+b:1im(k+ﬁ)=k

X—>00 x X—0 x X—>00 x
hmm — lim(& _ Z] =0
X—00 x X—>00 x x

im 29 fim Y~k

X—>00 x X—00 x

(222 k = lim 2

X—>00 x
b=y—hkx~ f(x)—kx
Jarelikult,
(22.3) b=lim(f(x) - kx)

Funktsiooni taielik uurimine

Maiiramispiirkond.

Katkevuspunktid.

Paarsus, perioodisus.

y'(x) uurimine. Kasvamine, kahanemine, ekstreemumid.

¥"'(x) uurimine. Kumerus, ndgusus, kdanupunktid.

Asiimptoodid.
Olulised viddrtused (nullkohad, ekstreemumid, kdédnupunktid)

A Ao
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Algfunktsioon. Miiramata integraal ja selle omadused.

Definitsioon 1 Funktsiooni f(x) algfunktsiooniks nimetatakse niisugust funktsiooni F'(x), mille
korral

(L) F'(x)=f(x)

Definitsioon 2 Funktsiooni f(x) méiidramata integraaliks nimetatakse koigi tema
algfunktsioonide hulka.

Miiramata integraali omadused:
1

(12)  Jdf()=f(x)+C
Tdepoolest df = f'(x)dx

2.
(13) d|[ f@)dx|= fx)ax

(1.3 [ read- 1o

3. Lineaarsus
(14) [l )+ pe0lix=a f(x)dx + B[ g(x)dx
Vottes tuletised saame,

vp= of (x) + fg(x) japp= of (x) + fig(x)

Tuletise vordusest jareldub, et avaldised ei saa erineda rohkem kui konstandi poolest.
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Integraalarvutuse pohiteoreem (tdoestusega).

Teoreem 1 (integraalarvutuse péhiteoreem) Uhe ja sama funktsiooni kaks algfunktsiooni vdivad
erineda ainult konstandi poolest.

Toestus: Olgu funktsiooni f(x) kaks algfunktsiooni F(x) ja G(x)
Vaatleme funktsiooni /(x) = F(x) — G(x)
Me ndeme, et A'(x)=F'(x)-G'(x)=f(x)— f(x)=0
Kasutades Lagrange’i valemit saame,

h(x) — h(x,) = B (x)(x ~ ) =0
Siit jareldubki, et h(x)=h(x,)=C, = F(x) - G(x)=C,

m.o.t.t.

Jareldus: Funktsiooni f(x) koik algfunktsioonid voib esitada kujul
(1.1) F(x)+C

Funktsiooni f(x) médramata integraal
(1.2) J. f(x)dx=F(x)+C, kus C on méidramata konstant
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Ositi integreerimine ja muutuja vahetus (tdoestusega).

Olgu f(¢) pidev funktsioon, ¢ =u(x)- pidev ja diferentseeruv, siis kehtib valem

@5.1) [ flu)]-w (x)dx = [ f(e)dt, kus ¢ =u(x)

Toestus: diferentseerime vorduse mdlemat poolt

%[j f[u(x)]-u'(x)dx]z fluo)]-u' (x)
d d dt ,
- [[ f(t)dt]= = [j f UW]E =f(0)-u'(x)

Tuletised on vordsed. Seega on vordsed ka integraalid valemis (3.1)

Olgu f[u(x)]: ﬁ, siis saame Iﬁu'(x)dx = J-%dt = 1n|t| +C= ln|u(x)| +C

(25.2) j %dx = Inf (x)|+ C
Olgu u(x)=ax +b, siis (ax+b)'=a
jf(ax +b) - adx = J.f(t)dt =F({t)+C=F(ax+b)+C
ajf(ax +b)dx = F(ax+b)+C

(3.3) [ f(ax+b)dx= L Plax+by+C
a
Korrutise tuletise reegel annab (uv)'=u'v + u'
Siit uv'= (uv)'—u'v
Integreerime vorduse molemad pooled
J.uv' dx = J. [(uv)'—u'v]dx = j(uv)'dx — J.u'vdx =uv —I u'vdx
3.4) juv' dx =uv — ju'vdx
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Ratsionaalfunktsioonide integreerimine.

Me vaatleme integraale

(26.1) jR(x)dx jQ E ;

P (x) - m astme poliinoom
0, (x) - n astme poliinoom

Kui lugeja aste on suurem voi vordne nimetaja astmest (m > 2)

Siis avaldise tdisosa ja murdosa

B, (x) _ S, (%)
26.2) ——=
22 0,(x) Toa (% 0, ()

Murdosa lahutame osamurdudeks. Selleks tegurdame nimetaja Q, (x)

(26.3) 0,(0)=¢,(x~a)".(x=a,)" (x" + px+¢)"(x” + px+q,)"
ky+hk, +..+k +2[,+..+2] =r

S(x) S(x
(26.4) = k k2 () / 2 L
0,(x) gy(x-a)"..(x-a,)"(x"+px+gq).(x +px+q,)"
All + Alz Alk1 A,1 + Ark,
e N P L P N P
B“x + C11 Blll'x + Cvll1 leyx + C'SlY
2—+... ; 0 +...+ ; - - m
X +px+gq, (x +p1x+q1) (x +psx+qs)A

Viies osamurdude summa iihisele nimetajale ja vordsustades saadud lugeja — S(x)-ga. Saame
9

leida tundmatud kordajad 4, B,C
I liiki osamurru integraal

y , kui k=1
(26.5) dx = _ )k
J.x )t AM, kui k>1
IT liiki osamurru integreerimine
B '
J.Zx—-i-cdx (x2+px+q):2x+p
X +px+c

x+ £
x4+ px+g=E*1+ 2

B
Bx+C:§(2x+p)—7p+C:§(2x+p)+D, kus D=C-2P

2 2 2 2
x2+px+q=x2+2£x+ £l _|2 +q= x+Z +E2,kusE2:q—p—>O
2 2 2 2 4

j Bx+C B J' 2x+p 2 dx

B 2 D X+§
5 —:—ln‘x + px + ¢|+ —arctan| —* |+ C
x° +px+c x° +px+c E 1+(x+§) 2 E

E
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Trigonomeetriliste avaldiste integreerimine.

Me vaatleme integraali
J‘ R(sin x,cos x)dx

1. Universaalne asendus

X
tan—=t¢
2
X . X X . X X
2cos—sin — 2cos—sin — 2tan — o
sin x = ? 2 _ 2 2 _ 2 _ 5
X .o, X X
cos? T asin? Y 14tan?t 1T!
2 2 2
X . .X X .o, X X
cos’ = —sin? =  cos’ = —sin’ >~ l—tan® = 5
_ 2 2 2 2 _1-1
cos = 1 = . P X 147
cos’ X +sin? > 1+4tan?r T
2 2 2
X
— =arctant¢ x=2arctant dx= 5 dt
2 1+¢
2dt . 2t 1-¢*
(27.1) tan > =¢ dx = > sin x = > CoS X = 5
2 1+1¢ 1+¢ 1+¢

2. Integraalid
j R(sin® x,cos’ x, tan x, sin x cos x)dx

Kasutame asendust

1
tanx =t¢ dx = 2dt
1+¢
2
(27.2) sin® x=——
1+¢
1
cos’ x = -
1+¢
) 5 t
SiInxcosx=tanxcos” x= 5
1+¢

3. Integraalid
J‘ R(sin x, cos” x) cos xdx

(27.3) sinx=t
cos xdx = dt

J‘R(sin2 X, cos x) sin xdx
(27.4) cosx=t
sin xdx = dt
sin? x=1-cos? x=1-1¢>
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Miaratud integraal ja selle omadused. Keskviirtusteoreem (tdestusega).

Olgu y = f(x) pidev 16igul [a,b] Jaotame 10igu n osaks punktidega
(28.1) x,=a, x;,X5,..,x,=b
(28.2) J={x,,x,,....x,} - 1digu [a,b] jaotus
Igal 16igukesel Ax; =x, —x,_, i=1,2,..,n votame punkti & =[x, ,x,]

=127

Moodustame integraalsumma
(28.3) S, =2 f(§)Ax,
i=l1

Definitsioon 7.1 Funktsiooni y= f(x) méiratud integraaliks 16igul [a,b] nimetatakse
piirvdirtust

b

(284) 1imS, = [ f()dx  puiajoo
tingimusel, et piirvédartus eksisteerib.
Mairatud integraali omadused
1. Lineaarsus

b b b
(28.5) [[af(x)+ Be(n)lix = f(x)dx + B g(x)dx
2.

(28.6) j f(x)dx=j; F(x)dx + j F(x)dx

3.
(28.7) j f(x)dx:—j F(x)dx
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2. Keskviirtusteoreem
Kui funktsioon f(x) on pidev 16igul [a,b], siis leiduv vdhemalt iiks selline punkt &, mille korral

kehtib valem
(28.8) j f(x)dx=u(b—a)= f(E)b—a), kus m< u<M ja & ela,b]

m=1inf f(x) xe[a,b]
M =sup f(x) xela,b]

Et m< f(£)<M ja & €la,b],siis Z":mAx,. <8, :Zn: f(E)Ax, SZH:MAxi
iAxl. =(x,—a)+(x, —x)+..+(b-x,)=b-a mb—-a)<§S, <M(b-a)

b
Votame piirvadrtuse, kui n — oo ja maX|Axl.| — 0, siis m(b—a) < If(x)dx <M(b-a)

b
Jarelikult leidub m < u <M , et Jf(x)dx =ulb—-a)

Kui f(x) on pidev Idigul [a,b], siis mistahes u (m SusM ) korral leidub vdhemalt iiks punkt,
kus f()=u
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Ulemised ja alumised integraalsummad ning nende omadused (tdestusega).

Téhistame,
- =inf
(29.1) m,; =inf f(x)
M, =sup f(x)

Maiératud integraalsummad

(29.2) §, = z m,Ax; - alumine integraalsumma

i=l1

S, = ZM ;Ax; - ilemine integraalsumma
i=1
On selge, et on tdidetud vorratused

(29.3) m(b-a)<S, <SS, = Zn“f(gi YAx, < S, <M (b - a)

—n

Lemma 8.1 Kui jaotusele J lisada iiks tdiendav punkt, siis alumine integraalsumma voib vaid
kasvada ja tilemine integraalsumma vaid kahaneda.

S, <5,
294) — .
S.2=8,
Toestus: Vaatleme nditeks S
Olgu J ' iihe punkti ¢ lisamisega, mis asub 1digul [xi_l,x,.]
Koik...integraalsummat jddvad muutumatuks, vélja arvatud m Ax,, mis asendub lisamisega
m';-Ax' Am" -Ax' Z2m, - AX +m, - A =m, - Ax,, sest m',>2m, jam", 2m,
Lemma 8.2 Mistahes iilemise ja alumise integraalsumma jaoks kehtib virratus
(29.5) S, < S, kus S, ja S, on moodustatud suvalise jaotuse jargi.
Toestus: Olgu S, moodustatud jaotusega J, ja S jaotusega J,

Me saame moodustada jaotuse J,, mis sisaldab koiki punkte nii jaotusest J, ja J,

Vastavalt lemmale 8.1 saame S, <S§, < S, <8,

Lemma 8.3 Ulemistel ja alumistel integraalsummadel on piirvirtus, kui n — o ja max|Ax,.| -0,
ning need piirvdartused on vordsed.

(29.6) li_r};gn =,1,i_,noloS” =S

Toestus: Alumised integraalsummad {§ n} moodustavad mittekahaneva jada, mis on tdokestatud
iilevalt konstandiga M (b — a)

Sellest jareldub, et eksisteerib piirvéddrtus limS,  Analoogselt eksisteerib lim S,

n—o n—»w

Vaatleme suhet
gn _En :ZM:‘AX[ _zmiAxi :Z(Mi _mi)Axi
i=1 i=1 i=1

Kui funktsioon on pidev 18igul, siis ta on iihtlaselt pidev sellel 16igul, s.t. et
Ve>0 30>0
x| <8 =) - S <6 x.x, la,d]
Jarelikult Ve >0 36 >0, et [Ax| <5 =|M, -m,|<e
i=12,...,n
S, =8,<> eAx, =e(b - a)—220
i=1
m.o.t.t.
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Teoreem miiratud integraali olemasolust (tdestusega).

Teoreem 1 Kui funktsioon y = f(x) on pidev 18igul [a,b], siis eksisteerib madratud integraal

(30.1) j f(x)dx=1lim35,

max Ax, -0
Toestus: Kehtivad vorratused m, < f(&,) <M, & € [)cH , xi]
§,<S, =2 f(6)Ax, <5,
i=1

S, = imimi S, = iMiAxi
i=1 i=1

Kuna eksisteerivad piirvairtused
lim§, = limS, =S

n—»00 n—»0
max Ax; = 0 max Ax; = 0

Siis vastavalt “kahe politseiniku” teoreemile eksisteerib ka piirvéartus
limS, = lim) f(£)Ax, =S

n—>0 n—>0 i=1

max Ax; =0 max Ax, - 0

b
Vastavalt integraali definitsioonile, see piirvdértus ongi méiratud integraal I f(x)dx

a

m.o.t.t.

Mdirkus: Saab nididata, et midratud integraal eksisteerib ka juhul, kui f(x) on pidev kdikjal, v.a.

loenduv voi 16plik arv I liiki katkevuspunkte.

f f)dx+ [ f(x)dx =[ f(x)x

© 2001 - Ivari Horm (ranger@deepdust.com), Toomas Sarv

47



Teoreem muutuva iilemise rajaga integraalist (tdestusega).

Newton-Leibnizi valem

b b b

[ feoydx = [ £yt = [ £ @u)du

\a/aatleme milutuva iile;nise rajaga integraali
J r@dr =)

Teoreem 1 Olgu funktsioon f(¢) pidev loigul [a,b]. Siis funktsioon ®(x) on diferentseeruv ja
seejuures tema tuletis

(31.1) @D'(x)=f(x)

Toestus: Vastavalt definitsioonile
AD(x)

Ax
AD(x) =D(x + Ax) — D(x) =

D'(x)= Aliglo

= [ fodi—[ fode=[ f@dt+ | f@de—[f@yde= [ fode=
= f(xX)(x + Ax— x) = f(X)Ax, kus x € Jx, x + Ax]
S(0)Ax

P'(x) = lim == = lim f(x)= £ (%)

m.o.t.t.

Jareldus: CD(x):J f(t)dt on funktsioon, mis vastavalt integraalarvutuse pdhiteoreemile

a

O(x)=F(x)+C

I f()dt=F(x)+C

Kui x=a, siis [ f(£)dt=0

Seega F(a)+C=0
C=-F(a)

[ r0ydt = F() - F@

Vottes x =b, saame

(31.2) J. f(x)dx=F(b)— F(a)=F(x)|” (Newton-Leibnizi valem)

Markus: [ f(x)dx=F(x)+C
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Newton-Leibnizi valem (tdoestusega).

Newton-Leibnizi valem

b b b

[ F@dx = [ f0yde = [ fw)du

Vaatleme muutuva lilemise rajaga integraali

[ £yt = o)

Jareldus: d)(x)z_[ f(t)dt on funktsioon, mis vastavalt integraalarvutuse pdhiteoreemile

a

d(x) = F(x)+C

I f)dt=F(x)+C

Kui x = a, siis j F(H)dt=0

Seega F(a)+C=0
C=-F(a)

J e = (o)~ Fea)

Vottes x =b, saame

" (Newton-Leibnizi valem)

(32.1) f f(x)dx = F(b) - F(a) = F(x)

Meirkus: j f(x)dx=F(x)+C
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Ositi integreerimine ja muutuja vahetus méératud integraali korral.

Mairatud integraali korral kehtivad valemid

b b
(33.1) J-uv'dx =uv Z—ju'vdx

a

b B
(33.2) j F(x)dx = j flu®] v @)dt

x=u(t) a=u(a)
de=u'(t)dt b=u(p)
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Miaratud integraali rakendused (pindala, kaare pikkus, raskuskese).

1. Pindala arvutamine

34.1) S=[[rx)-gnhx

(34.1) S =[[s() - f(}y

Olgu joon antud parameetrilisel kujul
{x =u(t)
y=w)

S:Tydx:tj.y;cdt

X t

dx = x dt

Polaarkoordinaadid

= pcos
{x r . ¢ p20 —r<p<nr

= psin @
Joon polaarkoordinaatides

1

p=u(p) AS=5A<0/92

n 1
S~ Zzp,A(ﬂl—> Ip do
i=1

_ 1 2
(34.3) S= sz do

2. Koverjoone kaare pikkuse arvutamine

n B
1= Al =dl
i=1 A

D) y=f(x) a<x<b
Ax® + Ay® = AI?
2
Al = 1+(3J - Ax
Ay
dl =1+ y"dx

(34.4) b
I:J. 1+ " dx

2) x=g(y)

(34.5) dl=~1+x"dy

3){x:u(t) t, <t<t,

y=w()

e J@ (2]
dZ:

(34.6)

lz]z'w/xz +y’dt
h

4) p=u(p) ases<p

3. Poorkeha pindala ja ruumala

b b
(34.8) V= j S(x)dx =x j y2dx
) P
(34.9) S = j 2aydl =21 j 1+ y dx

Poorkeha timber y - telje

d
(34.8") V = x| x*dy

d
(11.9) § =27 [x1+x dy
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